
บทที่  3 
 

การวิเคราะหล็อกลิเนียรและการอนุมาน 
 
 

การวิเคราะหล็อกลิเนียร เปนสถิติที่มีหลักการวิเคราะหขอมูลมาจากการบูรณาการเทคนิค
วิธีการวิเคราะหขอมูล 3 วิธีดวยกัน คือ การวิเคราะหความแปรปรวน (Analysis Of Variance: 

ANOVA) การวิเคราะหการถดถอย (Regression Analysis) และการทดสอบความกลมกลืนแบบ
ไควสแควรหรือการทดสอบภาวะรูปดี (Goodness of fit) โดยการวเิคราะหล็อกลิเนียรจะมี
ลักษณะคลายกับการวิเคราะหความแปรปรวนตรงที่สามารถทราบอิทธิพลหลัก (Main effect) และ
อิทธิพลปฏิสัมพันธ (Interaction effect) ของตัวแปรและยังมีโมเดลในการนําเสนอความสัมพันธ
ระหวางตัวแปรที่ศึกษา แตการวิเคราะหล็อกลิเนียรยงัมีขอแตกตางจากการวิเคราะหความแปรปรวน
ซ่ึงสามารถสรุปไดดังนี้ (เบญ็จมาศ แสงอนุเคราะห, 2541) 

1.   โมเดลที่ไดจากการวิเคราะหความแปรปรวนจะทํานายคาเฉลี่ยของตัวแปรตามดวย
อิทธิพลของตัวแปรอิสระและเปนโมเดลแบบบวก (Additive model) สวนโมเดลที่ไดจากการ
วิเคราะหล็อกลิเนียรจะทํานายคาความถี่คาดหวัง (Expected frequency) ของตัวแปรตามซึ่งอยูใน
รูปของตารางการณจรดวยชุดอิทธิพลของตัวแปรอิสระ และเปนโมเดลแบบคูณ (Multiplicative 

model) 
2.   ในการวิเคราะหความแปรปรวน นกัวจิยัสามารถสรางโมเดลไดเพยีงโมเดลเดียวเทานั้น 

แตในการวิเคราะหล็อกลิเนยีร สามารถสรางโมเดลไดหลายโมเดลเพื่อเลือกใชโมเดลที่เหมาะสมกบั
ขอมูลมากที่สุด 

3.   การวิเคราะหความแปรปรวนเปนการศกึษาความสัมพันธระหวางตวัแปรโดยกําหนดให
ตัวแปรหนึ่งเปนตัวแปรตามและศึกษาถึงอิทธิพลของชุดของตัวแปรอสิระที่มีตอตัวแปรตาม สวน
การวิเคราะหล็อกลิเนียร สามารถวิเคราะหความสัมพันธได 2 ลักษณะ คือ การวิเคราะห
ความสัมพันธแบบสมมาตร (Symmetrical relationship) เปนการศึกษาความสัมพันธระหวางชดุ
ของตัวแปรตั้งแต 2 ตัวแปรขึ้นไป โดยไมระบุวาตวัแปรใดเปนตวัแปรตามและตัวแปรใดเปนตัว
แปรตน และการวิเคราะหความสัมพันธแบบอสมมาตร (Asymmetrical relationship) เปน
การศึกษาความสัมพันธระหวางชุดของตวัแปรตั้งแต 2 ตัวแปรขึ้นไป โดยกําหนดใหตวัแปรหนึ่ง
เปนตัวแปรตามและตัวแปรอื่นๆ เปนตัวแปรตน จากลักษณะดังกลาวจะเหน็ไดวา การวิเคราะห
ความแปรปรวนเปนการวิเคราะหความสัมพันธแบบอสมมาตรเทานั้น 
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4.   ในการวิเคราะหความแปรปรวน ตวัแปรตามจะเปนตัวแปรแบบตอเนื่อง (Continuous 

variables) และตัวแปรอสิระเปนมาตรนามบัญญัติ แตในการวิเคราะหล็อกลิเนยีรทั้งตัวแปรตาม
และตัวแปรอสิระจะเปนตัวแปรเชิงกลุม โดยอาจเปนตัวแปรมาตรนามบัญญัติหรือมาตรอันดับก็ได 

ผลจากการบูรณาการนี้ทําใหการวิเคราะหล็อกลิเนียรมีจดุเดนตรงที่สามารถวิเคราะหขอมูล
ของตัวแปรทีม่ีมาตรวัดนามบัญญัติไดพรอมๆ กันเปนจํานวนมาก กลาวคือ สามารถวิเคราะห
ความสัมพันธของตัวแปรอสิระครั้งละหลายตัวแปรได หรือขอมูลที่มีลักษณะเปนตารางการณจร
มากกวา 2 ทาง ซ่ึงสามารถเรียกอีกอยางไดวาตารางการณจรที่มีหลายมิต ิ (Multidimensional 

Contingency tables) ตลอดจนสามารถประมาณพารามิเตอรตางๆ ของตัวแบบ นอกจากนี้ยังใช
ในการทดสอบสมมติฐานทางสถิติ เชนตรวจสอบความกลมกลืนระหวางโมเดลกับขอมูลไดอีกดวย  

จากตารางการณจรสองทาง โดยทั่วไปชองของจํานวนนบัในตารางการณจรสองทางนั้น จะ
เปนตัวแปรเชงิสุมปวสซงที่เปนอิสระตอกนั (Independent Poisson Random Variable) ซ่ึงใน
การสรางตัวแบบล็อกลิเนียร จํานวนนับในแตละชองจะทําหนาทีเ่ปนตัวแปรตาม สวนตัวแปร
ทางดานแถวและสดมภจะทาํหนาที่เปนตัวแปรอิสระ และไดวาคาเฉลี่ยของจํานวนนบัในแตละชอง
จะเทากับคาคาดหวังของจํานวนนับในชองนั้นๆ 
 กําหนดให      แทนจํานวนนบัในชองที่ i in

          แทนคาเฉลี่ยของ  ซ่ึงเทากับim in )E(ni , N,...,2,1i =  

 เนื่องจากตวัแบบล็อกลิเนียร เปนสวนหนึ่งของตัวแบบเชงิเสนที่วางนยัโดยทั่วไป (GLM) 
ในการวิเคราะหขอมูลเชิงกลุมจะใชตวัแปร และ แทนตัวแปร และ (หรือ ) ตามลําดับ 
ดังนั้น ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบปวสซง คือ 
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ถา มีรูปแบบการแจกแจงที่ในกลุมเอกซโปเนนเชยีล จะมีฟงกชันความนาจะเปนดังนี้ iY
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จากฟงกชันของ  สามารถจัดใหอยูในกลุมเอ็กซโปเนนเชียลไดดังนี ้( ii m;nf )
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)!nlog(m)mlog(n)m;n(flog iiiiii −−=   
 

จึงไดวา 
 

1)(a)!nlog(),y(cm)(b)mlog( iiiiii =φ−=φ=θ=θ  
 

ดังนั้น Link Function สําหรับการแจกแจงแบบปวสซง คือ หรือ ซ่ึง
เรียกวา Log-link  

)mlog( i )(mln i

 สําหรับการแจกแจงแบบปวสซงนั้นตัวแบบ GLM จะเชือ่มฟงกชันของ  กับตัวแปร
อิสระในลักษณะเชิงเสนที่มรูีปแบบ คือ 

im

 
∑==

j
ijji Xβ)(mlnη  

 
 เราจะเรียกตวัแบบ GLM สําหรับชองของจํานวนนับของตารางการณจรสองทาง หรือ 

 นี้วา ตวัแบบล็อกลิเนียร (Log-linear Model) ∑=
j

ijji Xβ)(mln

 ลักษณะโดยทัว่ไปของขอมลูที่นํามาใชในการวิเคราะหดวยตวัแบบล็อกลิเนียร จะมี
ลักษณะขอมูลดังตารางที่ 3.1 
 
ตาราง 3.1  ลักษณะโดยทัว่ไปของขอมูลที่นํามาใชในการวิเคราะหดวยตัวแบบล็อกลิเนียร 
 

ตัวแปร Y 
ตัวแปร X 

1Y   2Y   … cY   

1X 11m  12m  … c1m  

2X   21m  22m  … c2m  

M   M   M   ijm  M   

rX   1rm  2rm  … rcm  

 
โดยที่  แทนขอมูลจํานวนนบั ( ซ่ึงเปนตัวแปรตาม) ของ X ระดับที่ i และ Y ระดับที่ j ijm ijm
  
3.1  ตัวแบบลอ็กลิเนียรแบบงาย (2 มิต)ิ 
 สมมติใหตัวอยางขนาด n มีการแจกแจงแบบพหุนาม ประกอบดวยจํานวน ชองใน
ตารางการณจรสองทางขนาด (

rcN =

cr× ) โดยกําหนดให  แทนความนาจะเปนแบบพหุนาม หรือ
แทนการแจกแจงรวมของตัวแปรเชิงกลุมสองตัว และตวัแปรทั้งสองจะเปนอิสระตอกัน ก็ตอเมื่อ 

ijP
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jiij PPP ⋅⋅=  เมื่อ    และ  r,...,2,1i = c,...,2,1j =  จะไดคาคาดหวงัของ  คือ  ใน
ทุกๆ i และ j และสามารถสรางตัวแบบล็อกลิเนียรที่อาศยัเทอม ijm  แ เทอม ijP โดยก ประยุกต
จากคุณสมบัตขิองการแจกแจงแบบปวสซงที่มีขนาดNชอง ซ ีคาคาดหวังเทากับ ijm  ดังนั้น
แบบล็อกลิเนียรแบบงายในเทอมของ ijm  จึงมีต บบทีน่าสนใจดงัตอไปนี ้

ijm jiij PnPm ⋅⋅=

ทน าร
ึ่  ตัว

ัวแ
งม

 
3.1.1  ตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน (Independent Model) 

 จากเทอม เราสามารถสรางตัวแบบขึ้นใหมโดยใชมาตรวดัแบบล็อก 
(Logarithmic Scale) เพื่อทําใหความเปนอิสระตอกันเปนรูปแบบเชงิบวก (Additive Form) ซ่ึง
ไดรูปแบบดังนี้ 

jii PnPm ⋅⋅=

 
( ) ( ) ( ) ( )jiij PPlnnlnmln ⋅⋅                                              (3.1) ln++=

 
 จากสมการ (3.1) จะไดรูปแบบที่คลายกับตวัแบบการวิเคราะหความแปรปรวน (ANOVA 

Models) คือ 
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และพารามิเตอร  กับ  จะสอดคลองกับเงื่อนไขของ  X
iu Y

ju 0uu
c
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i == ∑∑
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สมการ (3.2) มีช่ือเรียกวา ตวัแบบล็อกลิเนียรที่เปนอิสระตอกันในตารางการณจรสองทาง 

(Log-linear Model of Independence in A Two-Way Contingency Table) 
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3.1.2  ตัวแบบเต็มรูป (Saturated Model) 

 สมมติวาระหวางตัวแปรตางๆ มีความไมเปนอิสระตอกนั และ  0nPm ijij >=

กําหนดให 
)mln( ijij =λ  

 

∑
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โดยที่ u  เปนคาเฉลี่ยทั้งหมด (Grand Mean) ของ ( )ijmln  

 
⋅⋅⋅ λ−λ= i

X
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⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= jiij
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ดังนั้น  ตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางสองทางคือ 
 

( ) XY
ij

Y
j

X
iij uuuumln +++=                                                        (3.3) 

 
 จากสมการ (3.3) เรียกวา ตวัแบบเต็มรูป (Saturated Model) ซ่ึงเปนตัวแบบที่สามารถ
อธิบายเซตของคาคาดหวังของความถี่ที่มีคามากกวาศูนยเซตใดเซตหนึ่งไดอยางสมบูรณ และยัง
เปนตัวแบบทัว่ไปมากที่สุด (Most General Model) ของตารางการณจรแบบสองทาง สําหรับ
เทอมดานขวาของสมการ (3.3) จะมีตัวแบบที่คลายกับตวัแบบการวิเคราะหความแปรปรวนสองทาง 
(Two – Way ANOVA) 

 จากพารามิเตอร  และ  คือ คาที่เบี่ยงเบนจากคาเฉลี่ย และ  นั้น 

ทําใหเหลือพารามิเตอรที่เปนอิสระตอกันจํานวน
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)1r( − และ )1c( − เทอม นอกจากนี้ยังไดวา 
สอดคลองกับ 
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iju
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0uu
c

1j

XY
ij

r

1i

XY
ij == ∑∑

==

 

 
ดังนั้น จึงมจีํานวนพารามิเตอรของ  ที่เปนอิสระตอกันจํานวน XY

iju )1c)(1r( −− เทอม 

 สําหรับตัวแบบ (3.2) เปนเพียงกรณีพิเศษของตัวแบบ (3.3) เมื่อ  การเพิ่มเทอม 
 หรือพารามิเตอรที่แสดงถึงความสัมพันธกันนั้น เพื่อบอกความไมเปนอิสระตอกันระหวางตัว

แปรเชิงกลุม X และ Y 

0u XY
ij =

XY
iju

 สรุป ตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน (3.2) จะมีจํานวนพารามิเตอรที่เปนอิสระตอกนัเทากับ 
เทอม สวนตัวแบบเต็มรูป (3.3) จะมีจํานวนพารามิเตอรที่เปนอิสระ

ตอกันเทากับ 
( ) ( ) 1cr1c1r1 −+=−+−+

( ) ( ) ( )( ) rc1c1r1c1r1 =−−+−+−+  เทอม โดยทั่วไปตารางการณจรสองทาง
จํานวนพารามเิตอรในตวัแบบเต็มรูปจะเทากับจํานวนของชองในตารางขอมูลนั้น ถาตัวแบบมี
จํานวนพารามเิตอรนอยกวาจํานวนชองของตารางขอมูล จะเรยีกตวัแบบดังกลาววา ตัวแบบไมเตม็
รูป (Unsaturated Model) 
 
3.1.3  การตีความหมายของพารามิเตอร (Interpretation of Parameters) 

 การตีความหมายของพารามิเตอรจะไมซับซอนสําหรับตัวแปรแบบ Binary เชน ตัวแบบที่
เปนอิสระตอกนัสําหรับตาราง )2r( × จะมีโลจิทของตัวแปร Binary เทากับ 
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โลจิทดังกลาวจะมีคาเทากบั ในทุกๆ แถว สําหรับเงื่อนไขของผลรวมพารามิเตอร

เทากับ 0 นั้นพบวา โลจิทที ่ i เทากับ  เนือ่งจาก  นอกจากนี้ในแตละแถวจะไดวา 
Y
2

Y
1 uu −

Y
iu2 Y

1
Y
2 uu −=

( )Y
iu2exp  คือ ออดส (Odds) ของการจัดกลุมของสดมภใหเปนกลุม 1 แทนที่จะเปนกลุม 2 

 ความสัมพันธระหวางอัตราสวนออดส และพารามิเตอรที่แสดงความสัมพันธโดย
ยกตวัอยางตาราง (2×2) โดยพิจารณาจากตัวแบบเต็มรูป พบวา 
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ภายใตเงื่อนไข   จะทําให   0uu
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จะไดวา   ( ) XY

11u4ln =θ
 
 ดังนั้น อัตราสวนออดสสําหรับตาราง (2×2) จึงเทากับ Antilog ของ 4 เทาของพารามิเตอร
ที่แสดงความสัมพันธในตัวแบบเต็มรูป 
 
3.1.4  ตัวแบบความนาจะเปนของเซลล (Model of Cell Probabilities) 

 ตัวแบบที่มกีารเลือกตัวอยางแบบปวสซง จํานวนนบัของเซลลที่ไดจึงเปนตวัแปรเชิงสุม
แบบปวสซงทีเ่ปนอิสระตอกนัดวยคาเฉลี่ย พารามิเตอรโดยธรรมชาติของการแจกแจงแบบปวส
ซอง คือ ล็อกของคาเฉลี่ย  

ijm

)]m[ln( ij

 จากเงื่อนไขของตัวอยางขนาด ตัวแบบล็อกลิเนียรแบบปวสซงสําหรับเซต จะมีนิพจน

ที่สมมูลกับตัวแบบล็อกลิเนียรแบบพหุนามสําหรับเซต 

n ijm

∑∑
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m
P  ซ่ึงเปนความนาจะเปน

ของตัวอยางที่ i และ j ดังสมการตอไปนี ้
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โดยที่  และ  0Pij ≥ ∑∑ =1Pij
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lcr

3.2  ตัวแบบลอ็กลิเนียรเชิงชัน้ 
3.2.1  ลักษณะและคุณสมบัตขิองตารางการณจรสามทาง 
 ตารางการณจรสามทาง (Three-way contingency table) คือตารางแจกแจงความถี่ของ
ขอมูลตามคุณลักษณะตัวแปรเชิงกลุมที่สนใจจํานวน 3 ตัวแปร สมมติวาตัวแปรเชิงกลุมที่สนใจ
ศึกษามี 3 ตัวแปร คือตัวแปร X, Y และ Z โดยที่ตวัแปร X แบงออกเปน r กลุม ตัวแปร Y แบง
ออกเปน c กลุม และตัวแปร Z แบงออกเปน l กลุม ซ่ึงแตละตัวแปรอาจอยูในมาตรวัดแบบนาม
บัญญัติหรือแบบเรียงลําดับหรือแบบอันตรภาคชั้นก็ได และหากจัดหมวดหมูตามลักษณะของปจจัย
ดังกลาวจะสามารถจําแนกไดถึง ××  กลุม ซ่ึงแสดงถึงขนาดของตารางการณจรหรือจํานวน
ชองทั้งหมด 

 ให  เปนตัวแปรสุมซึ่งใชแทนความถี่ของจํานวนนับทีส่อดคลองกับกลุมที่ i ของตัว
แปร X เมื่อ i  กลุมที่ j ของตัวแปร Y เมื่อ 

ijkX

r...,,2,1= c,...,2,1j = และกลุมที่ k ของตัวแปร Z เมื่อ 
หรือเปนจํานวนหนวยตวัอยางที่ตกอยูในชองที่ ijk โดยสัญลักษณ ijk แทนตําแหนง

ของชองในตารางการณจร ดงัแสดงในตารางที่ 3.2 

l,...,2,1k =
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ตาราง 3.2  ลักษณะทั่วไปของตารางการณจรสามทาง ขนาด lcr ×× ที่ประกอบดวยความถี่ในแตละเซลล 
 

ตัวแปร Z 

Z1 … Zl

ตัวแปร Y ตัวแปร Y ตัวแปร Y 
ตัวแปร X 

Y1 ... Yc Y1 ... Yc Y1 ... Yc 

รวม 

X1 111x  … 1c1x  k11x  … ck1x  l11x  … cl1x  ⋅⋅1n  

X2 211x  … 1c2x  k21x  … ck2x  l21x  … cl2x  ⋅⋅2n  

M  M  1ijx  M  M  ijkx  M  M  xijl M  M  

Xr 11rx  … 1rcx  k1rx  … rckx  l1rx  … rclx  ⋅⋅rn  

11n ⋅  1jn ⋅  1cn ⋅  k1n ⋅  jkn ⋅  ckn ⋅  l1n ⋅  jln ⋅  cln ⋅  

รวม 
 1n ⋅⋅    kn ⋅⋅    l  n ⋅⋅  

nn =⋅⋅⋅  

 
 

 
 
        
 
                                         ⋅⋅1n ⋅⋅ jn ⋅⋅cn
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ให  แทนความนาจะเปนที่ตวัแปรสุม  จะตกอยูในเซลล ijk หรือความนาจะเปนที่

ตัวแปรสุม จะมีลักษณะสอดคลองกับตัวแปร X ในกลุมที่ i ตัวแปร Y ในกลุมที่ j และตัวแปร 
Z ในกลุมที ่ k ทั้งนี้  ก็สามารถแสดงในตารางการณจรเชนเดียวกับ แตมีคุณสมบัติที่
แตกตางกันดังนี้ 
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จาก  ตัวแปรทัง้สามจะเปนอสิระตอกันก็ตอเมื่อijkp kjiijk p.p.pp ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= จะไดคาคาดหวังคือ  
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ดังนั้นจะสามารถสรางตารางการณจรของ ไดเชนเดียวกบั  และมีคุณสมบัติดังนี ้ijkm ijkX
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 จากตารางการณจรสามทาง เราอาจสนใจศกึษาตวัแปรเพยีง 2 ตวัแปรใดๆ ในกลุมยอยใด
กลุมยอยหนึ่งของตัวแปรที่ 3 ก็ได เชนตองการศึกษาตวัแปร X และตวัแปร Y ภายใตกลุมยอยที่ 1 
ของตัวแปร Z ซ่ึงตารางการณจรดังกลาวจะกลายเปนตารางการณจรสองทางที่เรียกวา ตารางการณ
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จรบางสวน (Partial table) และจะเรียกความสัมพันธของตัวแปรเชงิกลุมระหวางตัวแปร X และ
ตัวแปร Y วาเปนความสัมพนัธรวม (Partial association) และหากระดับความสัมพนัธระหวางตัว
แปร X และตัวแปร Y มีความแตกตางในแตละกลุมยอยของตวัแปร Z แลว จะสรุปไดวาเกดิ
ความสัมพันธรวม 3 ตัวแปร (Three-way interaction) ระหวาง X, Y และ Z 
 
ตาราง 3.3  ตารางการณจรบางสวนที่สนใจศึกษาตวัแปร X และตัวแปร Y ภายใตกลุมยอยที่ 1 ของ

ตัวแปร Z  
 

 ตัวแปร Z1 ตัวแปร X 
ตัวแปร Y1 ... ตัวแปร Yc 

รวม 

X1 111x  … 1c1x  11n ⋅  

X2 211x  … 1c2x  12n ⋅  

M  M  1ijx  M  M  

Xr 11rx  … 1rcx  1rn ⋅  

รวม 11n ⋅  1jn ⋅  1cn ⋅  1n ⋅⋅  
 
 ความผิดพลาดในการใชตารางการณจรสองทางแทนตารางการณจรสามทาง

ในบางครั้งถาเราสนใจศึกษาตัวแปรเพยีง 2 ตัวแปรใดๆ เราอาจทําการยุบ (Collapse) ตวั
แปรที่เราไมสนใจนัน้ทิ้งเสีย กลาวคือเปนการยุบตารางการณจรสามทาง (ตารางที่ 3.2) ใหเหลือ
เพียงสองทาง เรียกวาตารางการณจรแบบชายขอบ (Marginal table) ซ่ึงมีจํานวนชองเทากับผลคูณ
ของจํานวนกลุมยอยของตวัแปรทั้งสอง เชนตารางการณจรแบบชายขอบของตัวแปร X และตัวแปร 
Y เมื่อไมสนใจตัวแปร Z จะแสดงไดดังตารางที่ 3.4 และจะเรียกความสัมพันธของตัวแปรเชิงกลุม
ระหวางตัวแปร X และตวัแปร Y วาเปนความสัมพันธชายขอบ (Marginal association) 
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ตาราง 3.4  ตารางการณจรแบบชายขอบที่สนใจศึกษาเพียงตัวแปร X และตวัแปร Y โดยไมสนใจ
ศึกษาตวัแปร Z  

 
 ตัวแปร Y 

ตัวแปร X 
Y1 ... Yc 

รวม 

X1 ⋅11x  … ⋅c1x  ⋅⋅1n  

X2 ⋅21x  … ⋅c2x  ⋅⋅2n  

M  M  ⋅ijx  M  M  

Xr ⋅1rx  … ⋅rcx  ⋅⋅rn  

รวม ⋅⋅1n  ⋅⋅ jn  ⋅⋅cn  nn =⋅⋅⋅  
 
อยางไรก็ตามการยุบตัวแปรจากตารางการณจรสามทาง ใหเหลือเพยีงสองทางนั้น อาจทํา

ใหขอสรุปจากการวิเคราะหขอมูลมีความผิดพลาดได ซ่ึงถือวาเปนกรณีศึกษาที่เรียกวา ปฏิทรรศน
ของซิมปสัน (Simpson’s paradox) (Agresti: 2002) แสดงไดดังนี ้
 
ตาราง 3.5  ความถี่ในตารางการณจรสามทาง กรณีเกดิปฏิทรรศนของซิมปสัน 
 

น้ําหนกัตัวเกนิมาตรฐาน น้ําหนกัตัวไมเกินมาตรฐาน ปจจัย 
ชาย หญิง ชาย หญิง 

รวม 

เปนโรคหัวใจ 20 10 15 50 95 
ไมเปนโรคหัวใจ 50 40 5 40 135 

รวม 70 50 20 90 230 
 
 จากตารางที่ 3.5 เมื่อพิจารณาตามตัวแปร “น้ําหนกัตวัเกนิมาตรฐาน” จะพบวาความนาจะ
เปนที่ผูชายจะเปนโรคหัวใจ เทากับ 20/70 = 0.286 และความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ 
เทากับ 10/50 = 0.2 เมื่อพิจารณาตามตัวแปร “น้ําหนกัตวัไมเกินมาตรฐาน” จะพบวาความนาจะเปน
ที่ผูชายจะเปนโรคหัวใจ เทากับ 15/20 = 0.75 และความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ เทากบั 
50/90 = 0.556 ดังนั้นจะพบวาผูชายจะมีโอกาสเปนโรคหัวใจมากกวาผูหญิงในแตละตัวแปรดาน
น้ําหนกั ถาทําการยุบตวัแปรดานน้ําหนกั ใหเหลือเพียงตัวแปรเพศและตัวแปรการเปนโรคหวัใจ
เทานั้น จะไดผลดังตารางที่ 3.6 
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ตาราง 3.6  ความถี่ในตารางการณจรสองทางที่ยุบตัวแปรดานน้ําหนกั กรณีเกิดปฏทิรรศนของซิมปสัน 
 

ปจจัย ชาย หญิง รวม 
เปนโรคหัวใจ 35 60 95 

ไมเปนโรคหัวใจ 55 80 135 
รวม 90 140 230 

 
 จากตารางที่ 3.6 เมื่อทําการยุบตัวแปรดานน้ําหนักแลว จะพบวาความนาจะเปนที่ผูชายจะ
เปนโรคหัวใจ เทากับ 35/90 = 0.389 ในขณะที่ความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ เทากบั 
60/140 = 0.429 ซ่ึงมีโอกาสการเปนโรคหัวใจมากกวาผูชาย ซ่ึงผลสรุปจากตารางที่ 3.6 ขัดแยงกับ
ตารางที่ 3.5 ดังนั้นการยุบตัวแปรในกรณีนีจ้ึงใหขอสรุปผิดไปจากความจริง 
 
3.2.1.1  รูปแบบของความเปนอิสระตอกันระหวางตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง 

1) ความเปนอิสระอยางสมบูรณ (Mutual or Complete Independence)  
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอกันอยางสมบูรณก็ตอเมื่อ 

kjiijk p.p.pp ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=    ทุก i, j และ k 
 

ซ่ึงหมายความวาความนาจะเปนที่ตัวแปรสุม จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ 
Z จะมีคาเทากบัผลคูณของความนาจะเปนชายขอบของตัวแปร X, Y และ Z นั้นๆ โดยรูปแบบของ
ความเปนอิสระอยางสมบูรณนี้มีไดเพยีงรูปแบบเดยีวเทานั้น ไมมีกรณยีอย 

ijkX

 
2) ความเปนอิสระรวม (Joint or Partial Independence) 
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอรวมก็ตอเมือ่ ความนาจะเปนที่

ตัวแปรสุม  จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ Z จะมคีาเทากับผลคูณของความ
นาจะเปนชายขอบของ 2 ตัวแปรที่มีความสัมพันธกัน กับความนาจะเปนชายขอบของตัวแปรที่ 3 ที่
เปนอิสระจาก 2 ตัวแปรนัน้ เชน ตัวแปร X, Y จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร Z ก็ตอเมื่อ 

ijkX

kijijk p.pp ⋅⋅⋅=    ทุก i, j และ k 
 

นอกจากนี้ในกรณีอ่ืนก็จะหาไดโดยใชหลักการเดยีวกัน ดังนี ้
 ตัวแปร X, Z จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร Y ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅⋅= jkiijk p.pp    ทุก i, j และ k 
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ตัวแปร Y, Z จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร X ก็ตอเมื่อ 
⋅⋅⋅= ijkijk p.pp    ทุก i, j และ k 

 
3) ความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข (Conditional Independence) 
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอกันอยางมีเงือ่นไขก็ตอเมื่อความ

นาจะเปนที่ตวัแปรสุม Xijk จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ Z จะแสดงไดดังนี้ 
เชน กรณีตวัแปร X และ Y เปนอิสระตอกนัอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Z พิจารณาไดดังนี ้

k

ijk
kij p

p
p

⋅⋅

=  

 
เมื่อกําหนดตัวแปร X และ Y เปนอิสระตอกันอยางมีเงือ่นไขในตวัแปร Z จึงไดวา 

k

ijk
kjki p

p
p.p

⋅⋅
⋅⋅ =  

 
ดังนั้น ตวัแปร X และ Y จะเปนอิสระตอกนัอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Z ก็ตอเมื่อ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⋅⋅

⋅

⋅⋅

⋅
⋅⋅

k

jk

k

ki
kijk p

p
p
ppp  

 

        
k

jkki

p
p.p

⋅⋅

⋅⋅=    ทุก i, j และ k 

 
นอกจากนี้ในกรณีอ่ืนก็จะหาไดโดยใชหลักการเดยีวกัน ดังนี ้

ตัวแปร X และ Z จะเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Y ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅

⋅⋅=
j

jkij
ijk p

p.p
p    ทุก i, j และ k 

 
ตัวแปร Y และ Z จะเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร X ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅

⋅⋅=
i

kiij
ijk p

p.p
p    ทุก i, j และ k 

 
4) ความเปนอิสระท่ีไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน (Mutual Dependence) 
เปนรูปแบบทีไ่มมีพจนความสัมพันธรวมของ 3 ตัวแปร (No-three-way interaction) 

ความเปนอิสระในลักษณะนีม้ีความซับซอนไมมีรูปแบบที่ชัดเจน แตมหีลักกวางๆ เพียงวา ตวัแปร
ทุกคูจะตองมคีวามสัมพันธกันและระดับความสัมพันธระหวางตัวแปร 2 ตัวแปรใดๆ จะตองมคีา

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d



 33

เทากันในทุกระดับของตัวแปรที่ 3 ซ่ึงรูปแบบความสัมพันธทุกรูปแบบที่กลาวมาขางตนก็ลวน
แลวแตมีระดบัความสัมพันธ 2 ตัวแปรใดๆ เทากันในทกุระดับของปจจัยที่ 3 เชนเดยีวกัน 

จากรูปแบบความสัมพันธพบวามีเพยีง 3 รูปแบบแรกเทานั้น มีลักษณะเปน รูปแบบปด 
(Closed form) กลาวคือสามารถหารูปแบบที่ชัดเจนได ในขณะที่รูปแบบความเปนอิสระที่มี ไมมี
ตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกันนั้นไมสามารถหารูปแบบความสัมพันธทีชั่ดเจนได  

 
3.2.1.2  การตีความหมายของตัวแบบพารามิเตอร (Interpretation of Model Parameters)  

การตีความหมายของพารามิเตอรของตัวแบบล็อกลิเนียร จะใชอัตราสวนออดสมาอธิบาย
ตารางแบบชายขอบและความสัมพันธบางสวน เชนตารางแบบชายขอบของ X กับ Y (X–Y 

Marginal Table) เมื่อกําหนดใหระดับ k ของ Z คงที่ จะมีอัตราสวนออดสจํานวน )1c)(1r( −−  
คา ซ่ึงมีสัญลักษณดังนี ้
 

   ( )
k,j,1ik,1j,i

k,1j,1iijk
kij P P

P P

++

++=θ   โดยที่ 1ri1 −≤≤  และ  1cj1 −≤≤

 
 ซ่ึงอธิบายถึง ความสัมพันธแบบมีเงื่อนไข (Conditional Association) ของ X และ Y 

ในทํานองเดียวกันความสัมพันธแบบมีเงือ่นไขของ X และ Z เมื่อกําหนดใหระดับ j ของ Y คงที่ก็
จะอธิบายไดดวยอัตราสวนออดสจํานวน )1l)(1r( −−  คา หรือ ( ( )kjiθ ) และความสัมพนัธแบบมี
เงื่อนไขของ Y และ Z เมือ่กําหนดใหระดับที่ i ของ X คงที่ กจ็ะอธิบายไดดวยอัตราสวนออดส 
จํานวน ( )( 1l1c )−−  คา (หรือ ) ( ) jkiθ

 การหาคาของพารามิเตอรของตัวแบบล็อกลิเนียรสามารถหาไดจากฟงกชันของอัตราสวน
ออดสแบบมีเงือ่นไข เชนการหาพารามิเตอรสําหรับตารางการณจรขนาด 2×2×2 สามารถหาไดโดย
การแทนคา ของตัวแบบเตม็รูปสําหรับตารางการณจรสามทาง ลงในล็อกอัตราสวนออดส
แบบมีเงื่อนไข (Log Conditional Odds Ratios) จะไดผลลัพธดังที่ Agresti (2002) แสดงไวคือ 

)mln( ijk
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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=

211
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สําหรับเงื่อนไขที่เกี่ยวกับ นั้นในแตละเทอมของ จะมีคาเปนศูนย

ก็ตอเมื่อ อัตราสวนออดสระหวางตวัแปร 2 ตัวมีคาคงที่ ณ ทุกระดับของตัวแปรที่ 3 เชน จากตาราง
การณจรขนาด 2×2×k พบวา  เมื่อ 

∑∑∑
= = =

=
r

1i

c

1j

l

1k

XYZ
ijk 0u XYZ

ijku

0uXYZ
ijk = ( ) ( )k11111 ... θ==θ  ดังนั้น 

 

   ( )( )k11
XY
11 ln

4
1u θ=    สําหรับ l,...,2,1k =  

 
ซ่ึงสอดคลองกับกรณีของตาราง 2 มิติ [ ( ) XY

11ij u4ln =θ ] คือ พารามิเตอรที่แสดงความสัมพันธนั้น
เปนสัดสวนกบัล็อกของอัตราสวนออดส 
 
 สรุป ตัวแบบล็อกลิเนียรสามารถแสดงคุณสมบัติบางอยางไดโดยใชอัตราสวนออดส เชน 
ความเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไขของ X และ Y ซ่ึงสมมูลกับ ( ) 1kij =θ  ,  

 และ 
1r..., ,2 ,1i −=

1c..., ,2 ,1j −= 1l..., ,2 ,1k −=   
 
3.2.1.3  เงื่อนไขท่ีพอเพียงบางประการ 
 เงื่อนไขที่พอเพียงที่ทําใหอัตราสวนออดส สําหรับ X และ Y มีคาเทากันทั้งในตาราง
บางสวน และตารางแบบชายขอบ เมื่ออัตราสวนออดสดังกลาวเทากัน จะชวยใหเราศึกษา
ความสัมพันธของ X และ Y ไดสะดวกขึ้นโดยการยุบมิติ (Collapsing) ของ Z โดยที่ Z อาจเปน
ตัวแปรเดียวหรือหลายตัวแปร (Multidimensional) เงื่อนไขเหลานั้นจึงเรียกวาเงื่อนไขการยุบได 
(Collapsibility Conditions) โดยเฉพาะบางเงื่อนไขที่เกี่ยวกับเซตของอัตราสวนออดส จะมีคา
เทากัน คือ 
 
      เมื่อ ( ) ( ) ( )kij2ij1ij

XY
ij ... θ==θ=θ=θ 1ri1 −≤≤  และ  1cj1 −≤≤

 
และถาขอหนึง่ขอใดหรือทั้ง 2 ขอ ตอไปนี้เปนจริง 
  1.   เมื่อ ( ) 1kji =θ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  และ  1lk1 −≤≤

  2.   เมื่อ ( ) 1jki =θ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  และ  1lk1 −≤≤

 
กลาวคือ ความสัมพันธแบบชายขอบ และความสัมพันธบางสวนของ X กับ Y (XY – Marginal 

and Partial Association) จะมีคาเทากนั ถา X และ Z เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข หรือ ถา Y 
และ Z เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข และตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับ  ก็จะมเีทอม
ความสัมพันธของพารามิเตอร  เทากัน และมีอัตราสวนออดสเทากันดวย 

ijm
XY
iju
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3.2.1.4  ตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้นสําหรับตารางการณจรสามทาง  

(Hierarchical log-linear models for three-way contingency table) 
 ตัวแบบล็อกลิเนียรมีรูปแบบโครงสรางทั่วไปคลายคลึง กับตัวแบบการวิเคราะหความ
แปรปรวน โดยตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสามทาง มีพื้นฐานมาจากแนวคดิในเรื่อง
รูปแบบของความเปนอิสระตอกันระหวางตัวแปรเชิงกลุม ดังนั้นจึงปรากฏตัวแบบยอยข้ึนตาม
รูปแบบความเปนอิสระ รวมทั้งยังมีตัวแบบเต็มรูปซึ่งเปนตัวแบบที่รวมอิทธิพลตางๆ ที่เปนไปได
ทั้งหมดและตวัแบบยอยที่มรูีปแบบปดของความนาจะเปนในแตละชอง ( ) ซ่ึงมีดังตอไปนี ้ijkp

1.  ตัวแบบเตม็รูป (Saturated Model) 
 เปนตัวแบบทีร่วมพจนของอิทธิพลหรือความสัมพันธทัง้หมดที่เปนไปได จะใชสัญลักษณ 
[XYZ] แทนตัวแบบเต็มรูป ซ่ึงแสดงในรปูของพารามิเตอรไดดังนี ้
 

XYZ
ijk

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuuuumln +++++++=                        

(3.4) 
 

โดย  แทนความถี่คาดหวังของเซลลที่ ijk ในตารางการณจรซึ่งตรงกับกลุมยอยที่ i ของ ijkm

ตัวแปร X , กลุมยอยที่ j ของตัวแปร Y และกลุมยอยที่ k ของตัวแปร Z โดยที่ 
  0mijk >

  แทนคาคงที่หรือเปนคาเฉลี่ยทั้งหมด (Grand Mean) u

 แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร X ในกลุมยอยที่ i (  main effect) X
iu  iX

  แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร Y ในกลุมยอยที่ j (  main effect) Y
ju jY

 แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร Z ในกลุมยอยที่ k (  main effect) Z
ku  kZ

  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X และ Y ในกลุมยอยที่ i และ j ตามลําดับ  XY
iju

(  partial interaction) ij)XY(
 

XZ
iku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X และ Z ในกลุมยอยที่ i และ k ตามลําดับ  

((  partial interaction) ik)XZ(
YZ
jku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร Y และ Z ในกลุมยอยที่ j และ k ตามลําดับ  

(  partial interaction) jk)YZ(
XYZ
ijku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X, Y และ Z ในกลุมยอยที่ i, j และ k ตามลําดับ  

(Three - factor interaction) 
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ในอีกนยัหนึ่ง พารามิเตอรในตัวแบบก็หมายถึง ความแตกตางจากคาเฉลี่ยของตัวแบบ
นั่นเอง ซ่ึงในทุกตัวแบบก็จะใชหลักการเดียวกัน ดังนี ้

∑∑∑
= = =

=
r
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c

1j

l

1k
ijkmln

rcl
1u ⋅⋅⋅λ=  

 

umln
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X
i −= ∑∑

= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= i  
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Y
j −= ∑∑

= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= j  
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Z
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= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= k  

 

uuumln
l
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X
i

l

1k
ijk
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ij −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= jiij  

 

uuumln
c
1u Z

k
X
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c
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XZ
ik −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= kiki  

 

uuumln
r
1u Z

k
Y
j

r

1i
ijk

YZ
jk −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= kjjk  

 
และ  uuuuuuumlnu YZ

jk
XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk

XYZ
ijk −−−−−−−=

 
              ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ+λ+λ+λ+λ+λ−λ−λ= k.jijkkiijijk  
 

 ดวยเหตนุี้จึงมคีุณสมบัติผลรวมของพารามเิตอรเทากับศนูย (Zero–sum constraint) ดังนี ้
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คาประมาณความถี่คาดหวัง (Estimated expected frequency) สําหรับตัวแบบเต็มรูป คือ  

ijk
ijk

ijkijk x
n

x
np̂nm̂ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==   

 
เนื่องจากไมมขีอกําหนดใดๆ เกี่ยวกับความเปนอิสระระหวางตวัแปรตางๆ  
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เนื่องจาก  ดังนั้น จึงมพีารามิเตอร 0u
r

1i

X
i =∑

=

{ }X
iu  จํานวน )1r( −  ตัวที่เปนอสิระตอกัน

เชิงเสน (Linearly Independent) และเนื่องจาก  ดังนั้น จึงมีพารามิเตอร 

 จํานวน 

0uu
c

1j

XY
ij

r

1i

XY
ij == ∑∑

==

XY
iju )1c)(1r( −−  ตัวที่เปนอิสระตอกนัเชิงเสน และทํานองเดียวกนันี้สําหรับพารามิเตอร

อ่ืนๆ จะไดวา จํานวนพารามเิตอรที่เปนอิสระตอกันเชิงเสน (รวม u) หรือมีจํานวนพารามิเตอรที่ไม
ทราบคาทั้งหมดของตัวแบบเต็มรูป คือ 

)1l)(1c)(1r()1l)(1c()1l)(1r()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −−−+−−+−−+−−+−+−+−+

rcl= ตัวหรือก็คือจํานวนชองในตารางการณจรสามทางนั่นเอง 
 ตัวแบบทีจ่ะกลาวถึงตอไปนี ้ ลวนเปนตวัแบบที่ลดรูปจากตัวแบบเตม็รูปทั้งสิ้น โดยใน
การศึกษาครั้งนี้จะพจิารณาเฉพาะตัวแบบลดรูปที่เปนมีลักษณะเปนตวัแบบเชิงชั้น (Hierarchical 

Model) กลาวคือ เปนตัวแบบที่รวมเอาอทิธิพลรวมของตัวแปรหลายตัว และจะตองมีอิทธิพลรวม
ของเซตยอยของตัวแปรเหลานั้นอยูในตวัแบบดวย เนื่องจากในทางปฏิบัติเรามักจะพิจารณาตวัแบบ
เชิงชั้นเปนหลัก ทั้งนี้เนื่องมาจากเหตุผลในดานการตคีวามหมายของตัวแบบ เชนถาในตวัแบบ
ประกอบดวยอิทธิพลรวม  แลวทําใหการพิจารณาวาอิทธิพล  และ  จะอยูในตวัแบบ
หรือไมนั้น ไมใชส่ิงจาํเปนเพราะเมือ่มีอิทธิพลรวมแลวกจ็ะตองมีอิทธิพลหลักอยูในตวัแบบดวย
ตัวอยางของตวัแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้น (Hierarchical Log-linear Models) เชน 

XY
iju X
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ju
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ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ  ก็จะมอิีทธิพลหลักคือ  และ  อยูในตัว
แบบดวย 

XY
iju X

iu Y
ju

    XZ
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iijk uuuuuumln +++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ  และ  ก็จะมีอิทธิพลหลักคือ 
และ อยูในตวัแบบดวย 

XY
iju XZ

iku Y
j

X
i u,u

Z
ku

 ตัวอยางของตวัแบบล็อกลิเนียรที่ไมเปนตวัแบบเชิงชัน้ (Nonhierarchical Models) เชน 

    XY
ij

Z
k

X
iijk uuuumln +++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปร คือ แตไมมีอิทธิพลหลัก คือ อยูในตวัแบบ XY
iju Y

ju .

    XZ
ik

XY
ij

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ และ แตไมมีอิทธิพลหลักคือ ในตวัแบบ XY
iju XZ

iku Z
ku
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 2.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ (Model of Mutual Independence) 
 เปนตัวแบบทีไ่มมีพจนของอิทธิพลหรือความสัมพันธรวมระหวางตวัแปรใดๆ เราจะใช
สัญลักษณ แทนตัวแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี ้]Z][Y][X[

Z
k

Y
j

X
iijk uuuumln +++=                                               (3.5) 

โดยตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณนี้มีไดเพยีงตวัแบบเดยีวเทานั้น ไมมีตัวแบบยอย 
และตัวแปรแตละคูเปนอิสระตอกันแบบมเีงือ่นไขและเปนอิสระตอกันแบบชายขอบดวย 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = kji p̂p̂p̂n ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณคือ 
2lcr)1l()1c()1r(1 −++=−+−+−+ ตัว 

 
3.  ตัวแบบความเปนอิสระรวม (Models of joint independence) 
โดยตัวแบบความเปนอิสระรวมนี้ มีตัวแบบยอย ไดแก 

1) ตัวแบบที่ปจจยั Z เปนอิสระรวมกับปจจัย X และ Y 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XY][Z[
XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=                                   (3.6) 

คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = kij p̂p̂n ⋅⋅⋅=  

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ⋅⋅⋅

n
n

n
n

n kij

n
nn kij ⋅⋅⋅=  

จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1lrc)1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
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2) ตัวแบบที่ปจจยั Y เปนอิสระรวมกับปจจัย X และ Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XZ][Y[

                                     (3.7) XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = ⋅⋅⋅= jki p̂p̂n  
 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ⋅⋅⋅

n
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n
n

n jki

n
nn jki ⋅⋅⋅=  

 
จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1crl)1l)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
 

3) ตัวแบบที่ปจจยั X เปนอิสระรวมกับปจจัย Y และ Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][X[

                                     (3.8) YZ
jk

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = ⋅⋅⋅= ijk p̂p̂n  
 

  ⎟
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⎛
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n
nn ijk ⋅⋅⋅=  

  
จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1rcl)1l)(1c()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
 

4.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข (Models of conditional independence) 
โดยตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขนี้ มีตัวแบบยอย ไดแก 

1) ตัวแบบที่ตัวแปร X และ Y เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XZ[

                          (3.9) YZ
jk

XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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ijkijk p̂nm̂ = ⎟⎟
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1cr(l)1l)(1c()1l)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 

2) ตัวแบบที่ตัวแปร X และ Z เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร Y 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XY[

                        (3.10) YZ
jk

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1lr(c)1l)(1c()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 
 
3) ตัวแบบที่ตัวแปร Y และ Z เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร X 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XZ][XY[

                        (3.11) XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1lc(r)1l)(1r()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 

5.  ตัวแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน (Mutual dependence) 
 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XZ][XY[

                          (3.12) YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuuumln ++++++=

 
เนื่องจากตวัแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกันเปนรูปแบบเปด (No closed-form) 

ซ่ึงเปนตัวแบบที่ไมมีรูปแบบที่แนนอน การคํานวณคาคาดหวังจึงเปนกรณีพเิศษ ซ่ึงสามารถศึกษา
เพิ่มเติมไดจากหนังสือ Categorical Data Analysis ของ Agresti.(2002) 

 
ตัวพยากรณเชงิเสนของตัวแบบลอกลิเนียรเชิงชั้นขางตน มีโครงสรางคลายตัวแบบสําหรับ

การวิเคราะหความแปรปรวนแบบแฟคทอเรียล 3 ทาง เทอม , ,  ในตัวแบบ  
นั้นเปรียบเสมอืนอิทธิพลหลัก สวนเทอม  เปนเทอมของอิทธิพลรวมของ 2 ตัวแปร 
และ เทอม  เปนเทอมของอิทธิพลรวมของ 3 ตัวแปร 

X
iu Y

ju Z
ku )mln( ijk

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij uuu ,,

XYZ
ijku

 
3.2.1.5  การตีความหมายของตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงซอนสําหรับตารางการณจรสามทาง 
 การตีความหมายของตัวแบบขางตน ตองอาศัยเงื่อนไขของการยุบมิติในหัวขอ 3.2.1.3 เรา
จึงจะสามารถทราบถึงคุณสมบัติตางๆ ของตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้นของตารางสามทาง นอกจากนี้
ยังสามารถตีความหมายของตัวแบบโดยใชตัวแบบโลจิทที่สอดคลองกันดวย เชน Agresti (2002) 
ไดตีความหมายของตัวแบบตอไปนี ้
 

1.  ตัวแบบเตม็รูป [XYZ] 

เปนตัวแบบลอกลิเนียรทัว่ไปสําหรับตารางการณจรสามทาง ซ่ึงประกอบดวยอิทธิพลของ
ตัวประกอบ 3 ตัว ตัวแปรแตละคูอาจจะไมเปนอิสระแบบมีเงื่อนไขตอกัน และอัตราสวนออดสของ
แตละคูอาจแตกตางกันไปตามตัวแปรทั้ง 3 ตัวแบบ [XYZ] นี้อธิบายเซตของ  ทั้งหมดที่มีคา
มากกวาศูนย โดยการตีความหมายของพารามิเตอรจะตางกันออกไปบาง คือ 

ijkm
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โดยที่เทอมของ 2 ตัวประกอบ คือ ล็อกของอัตราสวนออดสสําหรับผลคูณของชองใน

ระดับตนของทุก ตัวแปร สวนเทอมของ 3 ตัวประกอบ คือ ล็อกของอัตราสวนระหวางอัตราสวน
ออดส (Log of Ratios of Odds Ratios) โดยพารามิเตอรทั้งหลายสอดคลองกับเงื่อนไขของ 

0uu...uuuuu XYZ
rcl
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ijl
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X
i ========  

 
2.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ [X][Y][Z]  

เปนตัวแบบทีต่ัวแปรทั้ง 3 เปนอิสระตอกนั มีผลทําใหตัวแปร Y เปนอิสระรวมกับตัวแปร 
Z ตลอดจนตวัแปร X และตัวแปร Y จะเปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข นั่นคือ ตวัแปรแตละคูเปน
อิสระตอกันแบบมีเงื่อนไขและเปนอิสระตอกันแบบชายขอบดวย เพราะฉะนัน้ ความเปนอิสระตอ
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กันแบบชายขอบ จึงหมายความวามีความเปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข ตัวอยางเชน ความสัมพันธ
แบบชายขอบ X–Y เปนอันเดียวกัน (Identical) กับความสัมพันธบางสวน (เมื่อกําหนด Z) ซ่ึงเปน
เพราะวา Z เปนอิสระตอกันแบบมีเงื่อนไขกับ X (เมื่อกําหนด Y) หรือเพราะวา Z เปนอิสระตอกัน
แบบมีเงื่อนไขกับ Y (เมื่อกําหนด X) ดวยก็ได 
 สมมติวา Y เปนตัวแปรตามแบบ Binary ดังนั้นตวัแบบ (3.5) จะมีโลจิทบน Y เทากบั 
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สําหรับเงื่อนไขของผลรวมเปนศูนย จะไดวา 
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และ ( )Y
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m  สําหรับแตละหมวดหมูของ X และ Z 

สวนในกรณีที ่เมื่อ Y มี  ระดับจะไดวา 2>c
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หมายความวายิ่งคาของ  มีคาสูงขึ้น จะมีหนวยที่ถูกจัดอยูในระดับที่ j ของ Y มากขึน้ Y

ju
 

3.  ตัวแบบความเปนอิสระรวม [Z][XY], [Y][XZ], [X][YZ] 

เปนตัวแบบทีม่ีตัวแปรเพยีงคูเดียวที่ไมเปนอิสระแบบมเีงื่อนไข เชนจากตัวแบบ (3.7) ซ่ึงมี
สัญลักษณคือ [Y][XZ] หมายความวา Y เปนอิสระรวมกับ X และ Z ดังนั้นจะไดวา Y และ X 
เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข (เมื่อกําหนด Z) ในทํานองเดียวกัน Y และ Z เปนอิสระตอกันแบบ
มีเงื่อนไข (เมือ่กําหนด X) ดังนั้น สัญลักษณของตวัแบบ (3.7) จึงแสดงความสัมพนัธแบบมีเงื่อนไข
ของ X และ Z โดยพิจารณาจากเทอม   XZ

iku
 
สําหรับตัวแบบ (3.7) จะหมายรวมถึงวา Y เปนอิสระตอกันกับ X และ Z ในตารางแบบ

ชายขอบ X–Y และตารางแบบชายขอบ Y–Z ดวย นอกจากนีด้วยเงื่อนไขของการยุบได ยังแสดง
ถึง อัตราสวนออดสแบบชายขอบ X–Z (The X–Z Marginal Odds Ratios) เทากับอัตราสวน
ออดสแบบชายขอบ X–Z (The X–Z Partial Odds Ratios) เพราะวา Y เปนอิสระกันกับ X (เมื่อ
กําหนด Z) หรือ Y เปนอิสระกันกับ Z (เมื่อกําหนด X)  
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 โลจิทของ Y สําหรับตัวแบบ [Y][XZ] จะเทากนักบัโลจิทของ Y สําหรับตัวแบบ 
[X][Y][Z] และความเปนอสิระรวมของ Y กับ (X และ Z) จะหมายถึงโลจิทของ Y เทากันในทกุ
หมวดหมูของ X และ Z ดวย 

 
4.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข [XY][YZ], [XY][XZ], [XZ][YZ] 

เปนตัวแบบทีม่ีตัวแปรเพยีงคูเดียว ที่เปนอิสระแบบมีเงือ่นไข เชน จากตัวแบบ (3.9) ซ่ึงมี
สัญลักษณคือ [XZ][YZ] หมายความวาตัวแปร X และ Y เปนอสิระตอกันแบบมีเงื่อนไข (เมื่อ
กําหนด Z) โดยมีพารามิเตอร  และ  แทนความสัมพันธบางสวนของ X – Z และ Y – Z 
ตามลําดับ 

XY
iju YZ

jku

 ในหวัขอ 3.2 มีขอสังเกตวา X และ Y อาจจะขึ้นอยูตอกันแบบชายขอบ ทั้งๆ ที่เปนอิสระ
ตอกันแบบมเีงือ่นไข ซ่ึงเปนผลมาจากเงือ่นไขการยุบตวัแปร เพราะวา Z ไมเปนอิสระแบบมี
เงื่อนไขกับทั้ง X และ Y อยางไรก็ตาม ตารางแบบชายขอบ X – Z และตารางแบบชายขอบ Y – Z 
ตางมีอัตราสวนออดสเทากนักับตารางบางสวน เพราะวา X และ Y เปนอิสระตอกันแบบมีเงื่อนไข 

 สําหรับตัวแบบ (3.9) ถา Y เปน Binary และมีโลจิทเทากับ 
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 ภายใตเงื่อนไขของผลรวมเปนศูนยจะไดโลจิทเทากับ  และรูปแบบของโลจิท
คือ  โดยที่  แทนอิทธิพลที่ k ของ Z ของโลจิทของ Y (นั่นคือ ) และ 

 ดังนั้น โลจิทขางตนจะขึน้อยูกับระดับที่ k ของ Z (ดวยเทอมความสัมพันธของ Y และ 
Z) แตจะไมขึน้อยูกับระดับที่ i ของ X 

YZ
k2

YZ
k1 uu +

Z
kβ+α

YZ
k1u2 Z

k
YZ
k1u2 β=

α=Y
1u2

 อนึ่ง ตัวแบบ [XZ][YZ] เปนตัวแบบทีสํ่าคัญตรงที่ ถาตัวแปร Z เปนตัวแปรทีส่ามารถ
ควบคุมได ความสัมพันธระหวาง X และ Y จะไมจริงนัน่เอง 

 
5.  ตัวแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน [XY][XZ][YZ] 
เปนตัวแบบที่เทอมความสัมพันธบางสวนปรากฎอยูในแตละคูของตัวแปร ดังนั้น จะไมมี

ตัวแปรคูใดที่เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข และไมมีเทอมอิทธิพลรวมของ 3 ตัวประกอบ หรือ 3 
ตัวแปร ไมมีเงื่อนไขการยุบตัวแปร ดังนัน้ อัตราสวนออดสแบบชายขอบ อาจมีคาแตกตางจากคา
ของอัตราสวนออดสแบบบางสวนไดในแตละคูของตัวแปร 

 จากตัวแบบ (3.12) แทนตวัแบบ ดวยนิพจนสําหรับ ( )( )kijln θ  ดังนั้น 
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   ( )( ) XY
j,1i
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1j,i
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XY
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(3.13) 
 
เนื่องจากเทอมทางขวาของสมการ (3.13) ไมมีอิทธิพลรวม 3 ตัวประกอบ และมีคาเทาเดิมทุกๆ k 
ดังนั้น 

   ( ) ( ) ( )Kij2ij1ij ... θ==θ=θ   ทุกๆ i และ j 
 
ทํานองเดียวกนั สําหรับอัตราสวนออดสแบบบางสวนอืน่ๆ จะไดวา 
   ( ) ( ) ( )kjik2ik1i ... θ==θ=θ   ทุกๆ i และ k 

และ 

   ( ) ( ) ( ) jkIjk2jk1 ... θ==θ=θ   ทุกๆ j และ k 
 
ซ่ึงหมายความวา เมื่อตวัแบบไมมีอิทธิพลรวมของ 3 ตวัประกอบ ความสัมพันธระหวาง 2 ตวัแปร
จะเทากันในแตละระดับของตัวแปรตวัที่ 3 

 สําหรับ ตัวแบบ [XY][XZ][YZ] เมื่อ Y เปน Binary และภายใตเงื่อนไขของผลรวม
เทากับศูนย จะไดโลจิทเทากบั 
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โดยอยูในรูปแบบ  ซ่ึงขึ้นอยูกับระดับของ X และ Z แตอยูในลักษณะที่เปนผล
มากกวาศูนย (Additive Manner) และหมายความวาอิทธิพลของ X ในโลจิทจะเทากนัในแตละ
ระดับของ Z และอิทธิพลของ Z ในโลจิทจะเทากนัในแตละระดับของ X 

Z
k

X
i β+β+α

 
3.2.2  ตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรท่ีมากกวาสามทาง 
 ถาเรามีความเขาใจเกีย่วกับตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสองทาง (2 มิติ) และ
สามทาง (3 มิติ) แลว ตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรที่มากกวาสามทาง จะมีหลักเกณฑ
ทํานองเดียวกนั โดยขยายจากตารางการณจรสามทาง (Three – Way Contingency Table) ให
เปนตารางการณจรหลายทาง (Multi – Way Contingency Tables)  
 ตัวแบบล็อกลิเนียรแบบมากกวา 3 มิตนิี้ อาจมีปญหาเกีย่วกับอิทธิพลรวมของตัวประกอบ 
(หรือตัวแปรของมิติตางๆ) ซ่ึงเพิ่มจํานวนจากเดิม 3 ตวัประกอบเปนหลายตัวประกอบ นอกจากนี้
การที่จํานวนชองซึ่งเพิ่มตามจํานวนตัวประกอบและระดบัของตัวประกอบเหลานั้น อาจมีผลทําให
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บางชองหรือหลายชองมีจํานวนนับเปนศูนยได อยางไรก็ตามปญหาหลังจะลดนอยลงไดเมื่อใช
ขนาดตัวอยางใหมากพอ แตถายังคงมีปญหาเดิมอยูอีก ใหตรวจสอบคาศูนยดังกลาววามีสาเหตเนือ่ง
มาจากตวัอยาง (Sampling Zeroes) หรือเนื่องมาจากโครงสราง (Structural Zeroes) 
 
3.2.2.1  ตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสี่ทาง (4 มิติ) 
 กําหนดใหมีตวัแปร 4 ตัว คือ H X Y และ Z โดยที่ตัวแบบของความเปนอิสระอยาง
สมบูรณ แทนดวย [HXYZ] 

 ถาตัวแบบไมมีอิทธิพลรวมของตัวแปร 3 ตัว ซ่ึงจะทําใหไมมีอิทธิพลรวมของตัวแปร 4 ตัว
ดวย จะมตีัวแบบเปน 
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ซ่ึงแทนดวย [HX][HY][HZ][XY][XZ][YZ] โดยตัวแปรแตละคูจะเปนอิสระกันแบบมีเงื่อนไข 
(เมื่อกําหนดตวัแปร 2 ตัวอ่ืน) เชน ถา  สําหรับทุกๆ j และ k แลว Y และ Z จะเปนอิสระ
ตอกันแบบมเีงือ่นไข ณ แตละหมวดหมูของระดับของ H และ X เปนตน ดังนั้นการเปนอิสระตอ
กันแบบมเีงื่อนไขของตัวแปรคูใด หมายความวา จะไมมีเทอมอิทธิพลรวมของตัวแปรคูนั้นๆ เพราะ
มีคาเปนศูนยไป 

0u YZ
jk =

 ตัวอยางของตวัแบบที่มีอิทธพิลรวมของ 3 ตัวประกอบ เชน [HXY][HZ][XZ][YZ] แต
ละคูของตัวแปรไมเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไข ณ แตละระดับของ Z ความสัมพันธระหวาง H 
กับ X หรือ H กับ Y หรือ X กับ Y จะเปลี่ยนไปตามระดับของตัวแปรที่เหลือ (พิจารณา HXY) 
และความสัมพันธบางสวนระหวาง Z และตัวแปรอื่นจะคงที่หรือเทากันในแตละหมวดหมูของ
ระดับตางๆ ของตัวแปรอื่นๆ อีก 2 ตัว (พจิารณา HZ, XZ, YZ) 
 
3.2.2.2  การยุบมิต ิ
 การวิเคราะหตารางการณจรหลายทางจะเปนไปโดยงายขึ้น เมื่อสามารถยุบมิติหนึ่งหรือ
หลายมิติของตวัแปร ดังทีก่ลาวในกรณี 3 มิตินั้น การยุบมิติตองอยูภายใตเงื่อนไขความพอเพยีง
ตางๆ ดวย ซ่ึงกรณีของตารางหลายมิติก็เชนกัน โดยอาศัยเงื่อนไขตามที่ Bishop et, al. (1975) 
(อางถึงใน Agresti: 2002) แสดงไว กลาวคือ 

 สมมติใหตัวแปรในตาราง S มิติถูกแบงออกเปน 3 กลุม แบบไมมสีวนรวมระหวางกลุม 
(Three Mutually Exclusive Groups) ถาทุกๆ เทอมของตัวแบบที่เชื่อม (Link) ตัวแปรจากกลุม
ที่หนึ่งกับตวัแปรจากกลุมทีส่องมีคาเทากับศูนย ดังนั้นเทอมของตัวแบบระหวางตัวแปรสําหรับ
กลุมที่หนึ่งจะไมเปล่ียนแปลง เมื่อมีการยุบตารางภายใตตวัแปรกลุมที่สอง 
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 ตัวอยางเชน ตารางที่ 4 มิติ ใหตัวแปร A และ B ประกอบกันเปนกลุมของตัวแปรกลุมที่ 1 
และ C เปนกลุมที่ 2 สวน D เปนกลุมที่ 3 ถาเทอม  และ  มีคาเปนศูนย ความสมัพันธ
บางสวนของ AB (AB Partial Association) จะยังคงเทาเดิมเมื่อมกีารยุบตารางภายใตตัวแปร C 
ซ่ึงเกิดขึ้นไดสําหรับตัวแบบ [ABD][CD] ในกรณีอ่ืน เชนสมมติให A และ B อยูในกลุมที่ 1 C 

และ D อยูในกลุมที่ 2 สวนกลุมที่ 3 เปนกลุมวางเปลา สําหรับตัวแบบ [AB][CD] ความสัมพันธ
บางสวนของ AB ยังคงเทากับความสัมพนัธแบบชายขอบของ AB 

AC
hju BC

iju

 ผลดังกลาวขางตน สามารถใชไดกับกรณีของตัวแปรหนึ่งๆ ที่เปนอิสระตอกันกบัตัวแปร
อ่ืนๆ ที่เหลือก็สามารถยุบตารางภายใตตัวแปรตัวนัน้ โดยไมกระทบกระเทือนตอเทอมของตัวแบบ
เทอมอื่นๆ ดวย เชน ความสัมพันธของ A B และ C ในตัวแบบ [AB][AC][BC][D] จะยังคงเทา
เดิมกับความสัมพันธที่อยูในตัวแบบ [AB][AC][BC จึงสามารถยุบมิติของ D ได 
 เปนที่นาสังเกตวา ถาปรากฎเทอมอิทธิพลระหวางตัวประกอบ 2 ตวัทกุคูขึ้นในตวัแบบหนึ่ง
แลว การยุบมติิภายใตตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งอาจจะมีผลทําใหอิทธิพลดังกลาวเปลีย่นแปลงได เชน 
ตัวแบบ [AB][AC][AD][BC][BD][CD] แตละคูของตัวแปรอาจจะมีความสัมพนัธบางสวน และ
ความสัมพันธแบบชายขอบที่แตกตางกันนั่นเอง จึงไมควรมีการยุบมิตใินกรณีเชนนี ้
 
3.2.2.3  ความสอดคลองของตัวแบบล็อกลิเนียรกับตัวแบบโลจิท 

 ในการประยุกตกับงานตางๆ นั้น ตวัแบบล็อกลิเนียรที่นาํไปใชยังไมกวางขวาง มเีพยีงเซต
ยอยของตวัแบบล็อกลิเนียรเทานั้นที่ผูวิจยัใชงานกนั เชนการที่งานวจิัยสวนใหญเนนที่ความแตกตาง
ระหวางตัวแปรอิสระและตัวแปรตาม การสรางตัวแบบที่แสดงอิทธิพลระหวางตวัแปรอิสระและตัว
แปรตามจึงมีความสําคัญ และมีการใชมากกวาการสรางตัวแบบที่แสดงความสัมพันธระหวางตัว
แปรอิสระตางๆ เซตยอยของตัวแบบล็อกลิเนียรที่สอดคลองกับวัตถุประสงคดังกลาวนี้ คือ ตัวแบบ
ที่สมมูลกับตัวแบบโลจิทสําหรับตัวแปรตาม เพราะโครงสรางของตัวแบบล็อกลิเนียรนั้น ไดรวม
โครงสรางของตัวแบบโลจทิสําหรับความสัมพันธระหวางตัวแปรตามและตัวแปรอิสระไวดวย เชน 
ในกรณีของตารางขอมูลขนาด 2cr ××  จะสามารถสรางตัวแบบล็อกลิเนียรที่สอดคลองกับตัว
แบบโลจิทไดดังนี ้
 

   B
j

A
i

ij2

ij1 ββα
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ln ++=⎟
⎟
⎠
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⎝

⎛                 (3.14) 

 
 ซ่ึงเปนตัวแบบที่มีตัวแปรตาม Y มีความสัมพันธกับตัวประกอบ A และ B โดยอิทธิพล
ของแตละตัวประกอบจะเทากันในทุกระดับของอีกตัวประกอบหนึ่ง สวนตัวแบบล็อกลิเนียรของ
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ตารางขนาด  จะรวมเทอมความสัมพันธตางๆ คือ  และ  หรือเขียนใหมเปนตัว
แบบ [AB][AY][BY] ซ่ึงเปนตัวแบบล็อกลิเนียรที่มีความสอดคลองกับตัวแบบ (3.14) โดยที่ Y มี 
2 ระดับ สวน A และ B มี r และ c ระดับ ตามลําดับ 

2cr ×× AY
iku BY

jku

 
การพิสูจน ตัวแบบ (3.14) 
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เนื่องจากเงื่อนไข 0uuu
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ดังนั้น รูปแบบของโลจิทจึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 
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ซ่ึงมีรูปแบบเดยีวกันกับตวัแบบ (3.14) คือ 
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โดยที่     เทอม  แทนอิทธิพลที่ i ของ A ในตัวแบบโลจิทของ Y (นั่นคอื ) AY

1iu2 A
iβ

              เทอม  แทนอิทธิพลที่ j ของ B ในตัวแบบโลจิทของ Y (นั่นคอื ) BY
1ju2 A

jβ

              เทอม  แทน Y
1u2 α  
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สําหรับเทอม  ซ่ึงแทนความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระนั้น ไดตัดกนัหมดในเทอม
ผลตางของลอการิทึมที่กําหนดโดยโลจิท ตัวแบบโลจทิจึงไมรวมสารสนเทศเกี่ยวกับความสัมพนัธ
ระหวางสองตวัประกอบดังกลาว 

AB
iju

 ในกรณีของตารางที่ 4 มิติ ที ่Y เปนตวัแปรตามแบบ Binary และมีตวัประกอบ 3 ตัว คือ 
A B และ C ตวัแบบโลจิทของกรณี 4 มิตนิี้จะมีรูปแบบทํานองเดียวกนักับ (3.14) คือ 
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⎛                             (3.15) 

 
เปนตัวแบบทีร่วมเทอมอิทธิพลหลักของตัวแปรตางๆ แตไมรวมเทอมอิทธิพลรวม ตัวแบบ

(3.15) จึงสอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียรที่ประกอบดวยเทอมอทิธิพลรวมของตัวแปรอิสระ
ทั้งหมดและเทอมความสัมพันธระหวางแตละตัวแปรอิสระกับตัวแปรตาม นั่นคือ ตัวแบบ 
[ABC][AY][BY][CY] สวนตัวแบบทัว่ไปของตัวแบบ (3.15) ทีร่วมเทอม  หรือเทอม
ความสัมพันธระหวาง 2 ตัวแปรอิสระ และตวัแปรตามจะสอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียร 
[ABC][ABY][CY] ที่มีอิทธิพลรวมระหวาง A และ B บนตวัแปร Y นอกจากนี้ กรณพีิเศษของ
ตัวแบบ (3.15) ซ่ึงมี  ทุกๆ j ก็สอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียร [ABC][AY][BY] ที่มี
ความเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไขระหวาง Y และ C เมื่อกําหนด A และ B  

AB
hiβ

0C
j =β

 สรุป ถาพิจารณาตัวแปรตาม ตัวแบบล็อกลิเนียรจะสอดคลองกับตัวแบบโลจิทสําหรับตัว
แปรตามนั้นๆ ถาตัวแปรตามมีมากกวา 2 กลุม ตัวแบบล็อกลิเนียรทีเ่กี่ยวของจะสอดคลองกับ ตัว
แบบโลจิทที่วางนัยทัว่ไป (Generalized Logit Models) สวนตวัแบบล็อกลิเนียรโดยทัว่ไปไม
จําเปนตองคํานึงถึงตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งเปนตัวแปรตาม โดยที่ลักษณะที่ศกึษา คอื ตัวแปรหรือตัว
ประกอบที่กําลังวิเคราะหอยูนั้น มีลักษณะเชิงกลุมที่เปนความสําคัญสําหรับกรณีตวัแบบโลจิทที่วาง
นัยทัว่ไป เมื่อมีการกําหนดตัวแปรเชิงกลุมตัวใดเปนตวัแปรตาม 
 
3.3 ตัวแบบล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับ  (Ordinal Log-linear Model) 

ตัวแบบล็อกลิเนียรที่กลาวมาขางตนนั้น เปนตัวแบบที่ไดจากการวิเคราะหตวัแปรเชงิกลุม
โดยที่ไมไดใหความสําคัญกับอันดับ (Order) ของตัวแปร แตถาผูวิจยัใหความสนใจกับอันดับของ
ตัวแปรเชิงกลุมนั้น การวิเคราะหขอมูลที่ตัวแปรถูกจัดเปนกลุมแบบมีลําดับในตารางกาณจรก็จะ
แตกตางไปจากการวิเคราะหที่ผานมา ซ่ึงไมไดใหความสาํคัญกับอันดับของตัวแปรเชงิกลุม 

การวิเคราะหล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับ สามารถวิเคราะหไดในกรณีที่ตัวแปรตัง้แตหนึ่ง
ตัวขึ้นไปเปนมาตรเรียงลําดบั โดยขอมูลของตัวแปรตองมีการจัดเรยีงกันตามธรรมชาติ เชน อายุ 
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ความดันเลือด หรือระดับอาการของโรค เปนตน ดงันั้นจึงอาจนําตัวแปรมาตรเรียงอันดับเขามา
ศึกษากับตวัแปรมาตรนามบัญญัติหรือ เปนการศึกษาในตัวแปรที่เปนมาตรเรียงอันดับทั้งหมดกไ็ด 
ซ่ึงตัวแบบล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับจะแตกตางจากตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตัวแปรเชิงกลุม
มาตรนามบัญญัติ ตรงที่มีการศึกษาถึงตัวแบบเกี่ยวเนื่องเพิ่มขึ้น  

สําหรับกรณีตารางการณจรสองทาง แทนที่จะวิเคราะหขอมูลดวยตวัสถิติไคสแควร เรา
สามารถใชการวิเคราะหการถดถอย เขามาชวยในการวิเคราะหขอมูลในตารางการณจรที่มีตวัแปร
เชิงกลุมแบบเรียงอันดับโดยการใหคะแนน (Score) แกกลุมของตัวแปรเชิงกลุม โดยคํานึงถึงอันดบั
กอนหลัง สวนกรณีตารางการณจรหลายทาง อาจใชการวิเคราะหโดยอาศัย ตัวแบบความสัมพันธ
แบบ Linear-by-Linear ตัวแบบ Row Effect และตัวแบบ Column Effect เปนตน 

 
3.3.1 ตัวแบบความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear  

คือตัวแบบที่สรางขึ้นเพื่อใชแสดงความสมัพันธระหวางตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับสอง
ตัว สําหรับตารางการณจรสองทาง ซ่ึงตัวแปรที่ศึกษาทัง้สองตัวเปนตวัแปรมาตรเรียงลําดับ โดยจะ
กําหนดให  แทนคะแนนของระดับการแปรคาที่ใหแกกลุมในแถวที่  เมื่อ และ  
แทนคะแนนของระดับการแปรคาที่ใหแกกลุมในสดมภที่  เมื่อ 

iv i r,...,2,1i = jw

j c,...,2,1j =  ในการกําหนด
คะแนนในแถวแตละแถวและสดมภแตละสดมภนั้น จะกําหนดใหคะแนนของแถวระดับ (กลุม) ที่ 1 
นอยกวาคะแนนในแถวระดบัที่ 2 นอยกวาคะแนนในแถวที่ 3 ไปจนกระทั่งนอยกวาคะแนนในแถว
ที่ r  นั่นคือ r21 v...vv ≤≤≤ และ คะแนนในสดมภที่ 1 นอยกวาคะแนนในสดมภที่ 2 นอยกวา
คะแนนในสดมภที่ 3 ไปจนกระทั่งนอยกวาคะแนนในสดมภที่ นั่นคือ  ตัว
แบบที่ไดจะมรูีปแบบคลายกับตัวแบบล็อกลิเนียรทัว่ๆ ไป แตจะมีเทอมของ และ  เพิ่ม
ขึ้นมาโดยมีตวัแบบดังนี ้

c c21 w...ww ≤≤≤

iv,β jw

ji
Y
j

X
iij wvuuu)mln( β+++=               (3.15) 

 
ถา ตัวแบบ (3.15) จะเปนตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน และเนื่องจากคา  และ

แทนอิทธิพลที่คงที่ของตัวแบบนี้ จึงมีพารามิเตอร 
0=β iv jw

β  ซ่ึงเปนเทอมเกีย่วเนื่อง (Association term) 
เพิ่มจากตวัแบบที่เปนอิสระตอกัน ดังนัน้ภายใตเงื่อนไข  จะไดจํานวนองศา

ความเปนอิสระลดลงไป 1 ตัวจากตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน จึงทําใหจํานวนองศาความเปนอิสระ
เทากับ 

0uu
c

1j

Y
j

r

1i

X
i == ∑∑

==

crrc1)1c)(1r( −−=−−−  และจะพบวาในตวัแบบ (3.15) จะมีพารามิเตอร  เพียงตัว
เดียวที่ใชอธิบายความสัมพนัธของตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับทั้งทางแถวและทางสดมภ โดยไม
คํานึงถึงจํานวนแถวและจํานวนสดมภของตารางการณจร สําหรับเทอม  ซ่ึงเปนสวนที่

β

ji wvβ

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d



 51

แตกตางกันระหวางตวัแปรตวัแบบที่เปนอสิระตอกันกับตัวแบบ (3.15) นั้น จะอยูในรปูแบบเชิงเสน
ในแตละตัวแปร กลาวคือ เปน Linear in X for Fixed Y และเปน Linear in Y for Fixed X จึง
เรียกตวัแบบ (3.15) วา ตวัแบบความสัมพนัธแบบ Linear-by-Linear 

การตีความหมายเกีย่วกับขนาดของ β  สามารถทําไดในเทอมของอัตราสวนออดส โดย
พิจารณาในกรณีที่แถวที่  กับสดมภที่ ba < dc<  ในแตละคูของตารางการณจร ดวยตวัแบบ
ความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear พบวา 

 

)ww)(vv(
m̂m̂
m̂m̂

ln cdab
bcad

bdac −−β=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
สําหรับการตีความหมายของ β  สามารถสรุปไดดังนี ้
1. ถา β  มีคาเขาใกล 0 ตัวแปรกลุมทั้งสองเปนอิสระตอกันเชงิเสน (แตตัวแปรทั้งสองตัว

นั้นอาจมีความสัมพันธกันแบบ Nonlinear) 
2. ถา β > 0 คาดไดวา ควรมีคาสังเกตที่เพิ่มขึน้ในชองที่ตวัแปรทั้งสองมีคะแนนเพิ่มมาก

ขึ้นหรือในทางตรงกันขามคาสังเกตที่ลดลงในชองที่ตัวแปรทั้งสองมีคะแนนนอยลง 
3. ถา β < 0 คาดไดวา ควรมีคาสังเกตที่เพิ่มขึน้ในชองที่ตวัแปรหนึ่งมีคะแนนเพิ่มมากขึ้น

ในขณะที่อีกตวัแปรหนึ่งมีคะแนนลดลง 
 
Birch, Goodman และ Habereman (อางใน Agresti, 1984) ไดกําหนดตวัแบบล็อก

ลิเนียรสําหรับตัวแปรมาตรเรียงลําดับในเทอมของ )1c)(1r( −− ในการคํานวณหาคาอัตราสวน
ออดสวา 
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⎟
⎠

⎞
⎜
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⎝

⎛
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++
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j,1i1j,i

1j,1iij
ij m̂m̂

m̂m̂
 

 
จะไดวา   )ww)(vv()ln( j1ji1iij −−β=θ ++  
 

ในกรณีที่ใชสําหรับแถวและสดมภที่ติดกัน เมื่อ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  
Goodman กลาววาตวัแบบเกี่ยวเนื่องนี้จะไดคา ijθ  ทุกตัวที่มีคาเทากันนัน่คือชวงหางของคะแนน
ที่เทากัน ( 1rr2312 vv...vvvv −−==−=−  และ 1cc2312 ww...wwww −−==−=− ) 
มีผลทําให  ทุกตัวมีคาเทากนั ijθ
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3.3.2 ตัวแบบ Row Effect  และ ตัวแบบ Column Effect 

Goodman, Haberman และ Simon (อางใน Agresti, 1984) เปนผูพัฒนาตัวแบบ Row 

Effect  และ ตวัแบบ Column Effect โดยการใชตัวแบบ Row Effect ในการวิเคราะห
ความสัมพันธนั้น เปนการพิจารณาการจดัลําดับของตัวแปรทางสดมภเทานัน้ โดยไมพิจารณาการ
จัดลําดับของตวัแปรทางแถว เร่ิมตนดวยการใหคะแนน c21 w...ww ≤≤≤  แกกลุมของตวัแปร
เชิงกลุมที่เรียงลําดับกันทางสดมภ สวนทางดานแถวเปนตัวแปรเชิงกลุมแบบนามบญัญัติ จึงไมตอง
มีการใหคะแนนเหมือนทางสดมภ จากความสัมพันธแบบ Linear-by-linear ของตัวแบบ (3.15) 
จะแทนที่เทอม ivβ  ดวยพารามเิตอรที่ไมมีลําดับ คือ iυ  ซ่ึงเรียกวา Row Effect ดังนั้นจะไดตวั
แบบ ดังนี ้

   

ji
Y
j

X
iij wuuu)mln( υ+++=                (3.16) 

 

ภายใตเงื่อนไข  ตัวแบบ (3.16) จะมีจํานวนพารามิเตอร

มากกวาตัวแบบที่เปนอิสระกันอยู 

0uu
r

1i
i

c

1j

Y
j

r

1i

X
i =υ== ∑∑∑

===

1r −  ตัว ดงันั้นตัวแบบความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear 
จึงเปนกรณีพิเศษของตัวแบบ Row Effect เมื่อ ii vβ=υ  

เทอมของอัตราสวนออดส สําหรับแถวที่ h กับ i และสดมภที่ j กับ j+1 จะอยูในรูปแบบ 
 

hi
ij1j,h

1j,ihj

m̂m̂
m̂m̂

ln υ−υ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+  

 
 โดยที่เทอมของอัตราสวนออดสจะมีคาเทากันทั้งหมด 1c −  คูของสดมภที่อยูติดกนั ซ่ึง
เทอม  จะอธิบายความแตกตางในแถวที่ h กับ i hi υ−υ
 
 สวนตัวแบบ Column Effect ก็จะใชหลักการเดยีวกับการสรางตัวแบบ Row Effect แต
กําหนดใหตัวแปรทางแถวเปนตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับ และใหคะแนน r21 v...vv ≤≤≤

แกกลุมของตวัแปรที่เรียงลําดับกันทางแถว สวนตัวแปรทางสดมภเปนตวัแปรเชิงกลุมแบบนาม
บัญญัติ สวนพารามิเตอรที่ไมมีการลําดับ แทนดวย jκ  ซ่ึงเรียกวา Column Effect จะไดตัวแบบ
ดังนี ้
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j

X
iij vuuu)mln( κ+++=  
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3.4 การประมาณคาพารามิเตอร 
การประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบเชิงเสน โดยทัว่ไปนิยมใชวิธีภาวะนาจะเปนสูงและ

วิธีกําลังสองนอยที่สุดแบบถวงน้ําหนัก (Weighted Least Squares) แตในบางครัง้ก็ไมสามารถใช
การประมาณดงักลาวไดโดยตรง เนื่องจากสมการปกติที่พบอาจเปนสมการไมเชิงเสน (Nonlinear 
Equation) จึงตองใชวิธีแกสมการไมเชงิเสนแบบมีกระบวนการยอนซ้ํา เรียกวา การประมาณ
คาพารามิเตอรโดยวิธีภาวะนาจะเปนสูงสุดแบบยอนซ้ํา (Iterative Maximum Likelihood 

Estimation) ซ่ึงเปนวธีิที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบในกลุมเอ็กโพเนนเชยีล 
(Exponential Family Models) ที่ไดมกีารประยกุตใชเทคนิคการวิเคราะหตัวเลข (Numerical 

Analysis) มาชวยในการหาตัวประมาณของพารามิเตอรที่ใชกระบวนการยอนซ้ํา และเมื่อนํามาใช
รวมกับวิธีภาวะนาจะเปนสูงสุดดวย ทําใหเปนวิธีที่มีประสิทธิภาพมากขึ้น  

กระบวนการยอนซ้ํามีหลายวิธี แตในการศึกษาครั้งนี ้ จะกลาวถึงวิธีนิวตนั – รัฟสัน 
(Newton – Raphson Method) เพยีงวิธีเดียว โดยมีรายละเอียดดังนี ้

 
กระบวนการยอนซ้ํานิวตัน – รัฟสัน (Newton – Raphson)  

 สมการที่ใชคือ สมการภาวะนาจะเปน (Likelihood Equation) ของการประมาณ
คาพารามิเตอรที่ทําใหฟงกชันภาวะนาจะเปน (Likelihood Function) หรือฟงกชันล็อกภาวะนาจะ
เปน (Log – Likelihood) มีคาสูงสุด โดยเริ่มตนจากการเดาคาประมาณ (อาจเปนคาเฉลี่ยหรือ
คามัธยฐาน) ทีท่ําใหล็อกของฟงกชันภาวะนาจะเปนมีคาสูงสุด และนําไปใชในกระบวนการยอนซ้ํา
คร้ังที่ 1 โดยมีหลักเกณฑดังนี้ 
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ให H แทนเมตริกของอนุพนัธอันดับสองของ L และมีสมาชิกเปน 
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ให และ)(sL )(sH แทนเทอมของ L และ H ของการประมาณคา β  คร้ังที่ s หรือ ตามลําดับ 

เมื่อ s = 1, 2, … และในการยอนซ้ําของขั้นตอนที่ s พิจารณาใหเทอม ใกลเทอม  
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ณ ในรูปแบบของเทเลอรโพลิเนเมียล (Taylor polynomial) กําลังที่ 2 รอบ คา  ซ่ึงมี

รูปแบบดังนี ้

)s(

~
β )s(

~~
β=β

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ β−β+β=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛β )s(

~~

)s(

~~
LL  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ β−β

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ β−β+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ β−β+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛β= )s(

~~

)s()s(

~~

)s(

~~

)s()s(

~
H

2
1UL  

และแกสมการปกติจากสมการ 
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จะได   [ ] )s(1)s()s(

~~
UHˆ −

−β=β                                                                      (3.17) 
 
 ใหคาเดาเริ่มตน คือ  ซ่ึงอาจใหเทากับคาประมาณ  ของการวิเคราะหการถดถอยเชิง

เสนที่ใชหลักของ Ordinary Least Square (OLS) แลวนําไปแทน  ในสมการ (3.17) และ

คํานวณคาทางขวามือของสมการใหม เพื่อใชสําหรับในกระบวนการยอนซ้ําครั้งตอไป นั่นคือการ
ยอนซ้ําครั้งตอไปจะมีลักษณะเปน 
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 กระบวนการยอนซ้ําจะทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกวาไดคาประมาณที่ลูเขา โดยมีเกณฑการ
หยุดกระบวนการยอนซ้ําดังนี ้
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 จึงสรุปไดวาหลังจากการเดาคาเริ่มตน แลว แทนคาลงไปในสมการที่ s = 0 เพื่อหา  

และทําตอไปที่ s = 1, 2, … โดยคาประมาณพารามิเตอรในครั้งที่ s แตกตางจากครั้งที่ s + 1 นอย
มากหรือเกือบเทากับศูนย จะไดคา

0

~
β 1

~
β

~
β  คร้ังที่ s + 1 คือคาประมาณพารามิเตอรที่ตองการ  )1s(

~

+β
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การประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบลอ็กลิเนียรโดยวิธีกระบวนการยอนซ้ํานิวตนั – รัฟสัน 
 

จากตัวแบบ GLM สําหรับจํานวนนับของตารางการณจรที่มีการแจกแจงแบบปวสซงหรือ
ตัวแบบล็อกลิเนียร จะไดฟงกชันภาวะนาจะเปน 
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ดังนั้นสําหรับการยอนซ้ําครั้งที่ s ใดๆ จะไดวา  

( ) ij
i

)s(
ii

)s(
i xmnu ∑ −=   และ ikij

i

)s(
i

)s(
jk xxmh ∑−=   

 คา  จากครั้งที ่s สามารถหาไดจาก  โดยคํานวณจาก  และ

สามารถหา  ไดจาก  โดยการใชกระบวนการยอนซ้ํา (3.18) ดังนี ้

)s(
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⎛+β=β
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+                                     (3.19) 

โดยที่ ( ))s(

~
mdiag  มีสมาชิกใน Main diagonal 

สําหรับสมการ (3.19) สามารถคํานวณหา  ไดจาก )1s(

~

+β

)s(1)s()1s(

~
r)H( −+ −=β                                                                                    (3.20) 

โดยที่  ⎥
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 จะเห็นวาใน [ ] คือเทอมแรกของเทเลอรโพลิโนเมียลของ  ที่  ดังนั้น
กระบวนการยอนซ้ําจะเริ่มจากการเดาคา  หรือ  จากสมการ (3.20) จะ
ใหคา และสําหรับ s > 0 กระบวนการยอนซ้ําจะคํานวณตอไปในทํานองเดียวกนั และขณะที่ s 

เพิ่มขึ้นคาของ และ  ก็จะลูเขาสูตัวประมาณ MLE,  และ  ตามลําดับ นอกจากนี้

เมตริก  ก็จะลูเขาสู 
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i nm = 5.0nm i
)0(

i +=
1

~
β

)s(

~
m )s(

~
β

~
m̂
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)s(H ( )
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'

~
Xm̂diagXĤ −=  ดวย 

 ดังนั้นผลลัพธเพิ่มเติมจากวิธีนิวตัน-รัฟสัน คือการหาคาของ ( )[ ]
~~

'

~~
Xm̂diagXˆCov =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛β  

โดยจะประมาณ  ดวย ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛β

~

ˆCov 1Ĥ −−  จากผลลัพธของกระบวนการยอนซ้ํา สามารถเขียนสมการ 

(3.20) ไดใหม ดังนี ้
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=  

ดังนั้น  คือตัวประมาณแบบถวงน้ําหนกั (WLS) สําหรับตัวแบบ  เมื่อ 

 มีความสัมพันธกับความแปรปรวน 
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i nm =  แลว  คือ ตัว

ประมาณแบบ WLS ของตัวแบบ  
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