
บทที่  3 
 

การวิเคราะหล็อกลิเนียรและการอนุมาน 
 
 

การวิเคราะหล็อกลิเนียร เปนสถิติที่มีหลักการวิเคราะหขอมูลมาจากการบูรณาการเทคนิค
วิธีการวิเคราะหขอมูล 3 วิธีดวยกัน คือ การวิเคราะหความแปรปรวน (Analysis Of Variance: 

ANOVA) การวิเคราะหการถดถอย (Regression Analysis) และการทดสอบความกลมกลืนแบบ
ไควสแควรหรือการทดสอบภาวะรูปดี (Goodness of fit) โดยการวเิคราะหล็อกลิเนียรจะมี
ลักษณะคลายกับการวิเคราะหความแปรปรวนตรงที่สามารถทราบอิทธิพลหลัก (Main effect) และ
อิทธิพลปฏิสัมพันธ (Interaction effect) ของตัวแปรและยังมีโมเดลในการนําเสนอความสัมพันธ
ระหวางตัวแปรที่ศึกษา แตการวิเคราะหล็อกลิเนียรยงัมีขอแตกตางจากการวิเคราะหความแปรปรวน
ซ่ึงสามารถสรุปไดดังนี้ (เบญ็จมาศ แสงอนุเคราะห, 2541) 

1.   โมเดลที่ไดจากการวิเคราะหความแปรปรวนจะทํานายคาเฉลี่ยของตัวแปรตามดวย
อิทธิพลของตัวแปรอิสระและเปนโมเดลแบบบวก (Additive model) สวนโมเดลที่ไดจากการ
วิเคราะหล็อกลิเนียรจะทํานายคาความถี่คาดหวัง (Expected frequency) ของตัวแปรตามซึ่งอยูใน
รูปของตารางการณจรดวยชุดอิทธิพลของตัวแปรอิสระ และเปนโมเดลแบบคูณ (Multiplicative 

model) 
2.   ในการวิเคราะหความแปรปรวน นกัวจิยัสามารถสรางโมเดลไดเพยีงโมเดลเดียวเทานั้น 

แตในการวิเคราะหล็อกลิเนยีร สามารถสรางโมเดลไดหลายโมเดลเพื่อเลือกใชโมเดลที่เหมาะสมกบั
ขอมูลมากที่สุด 

3.   การวิเคราะหความแปรปรวนเปนการศกึษาความสัมพันธระหวางตวัแปรโดยกําหนดให
ตัวแปรหนึ่งเปนตัวแปรตามและศึกษาถึงอิทธิพลของชุดของตัวแปรอสิระที่มีตอตัวแปรตาม สวน
การวิเคราะหล็อกลิเนียร สามารถวิเคราะหความสัมพันธได 2 ลักษณะ คือ การวิเคราะห
ความสัมพันธแบบสมมาตร (Symmetrical relationship) เปนการศึกษาความสัมพันธระหวางชดุ
ของตัวแปรตั้งแต 2 ตัวแปรขึ้นไป โดยไมระบุวาตวัแปรใดเปนตวัแปรตามและตัวแปรใดเปนตัว
แปรตน และการวิเคราะหความสัมพันธแบบอสมมาตร (Asymmetrical relationship) เปน
การศึกษาความสัมพันธระหวางชุดของตวัแปรตั้งแต 2 ตัวแปรขึ้นไป โดยกําหนดใหตวัแปรหนึ่ง
เปนตัวแปรตามและตัวแปรอื่นๆ เปนตัวแปรตน จากลักษณะดังกลาวจะเหน็ไดวา การวิเคราะห
ความแปรปรวนเปนการวิเคราะหความสัมพันธแบบอสมมาตรเทานั้น 
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4.   ในการวิเคราะหความแปรปรวน ตวัแปรตามจะเปนตัวแปรแบบตอเนื่อง (Continuous 

variables) และตัวแปรอสิระเปนมาตรนามบัญญัติ แตในการวิเคราะหล็อกลิเนยีรทั้งตัวแปรตาม
และตัวแปรอสิระจะเปนตัวแปรเชิงกลุม โดยอาจเปนตัวแปรมาตรนามบัญญัติหรือมาตรอันดับก็ได 

ผลจากการบูรณาการนี้ทําใหการวิเคราะหล็อกลิเนียรมีจดุเดนตรงที่สามารถวิเคราะหขอมูล
ของตัวแปรทีม่ีมาตรวัดนามบัญญัติไดพรอมๆ กันเปนจํานวนมาก กลาวคือ สามารถวิเคราะห
ความสัมพันธของตัวแปรอสิระครั้งละหลายตัวแปรได หรือขอมูลที่มีลักษณะเปนตารางการณจร
มากกวา 2 ทาง ซ่ึงสามารถเรียกอีกอยางไดวาตารางการณจรที่มีหลายมิต ิ (Multidimensional 

Contingency tables) ตลอดจนสามารถประมาณพารามิเตอรตางๆ ของตัวแบบ นอกจากนี้ยังใช
ในการทดสอบสมมติฐานทางสถิติ เชนตรวจสอบความกลมกลืนระหวางโมเดลกับขอมูลไดอีกดวย  

จากตารางการณจรสองทาง โดยทั่วไปชองของจํานวนนบัในตารางการณจรสองทางนั้น จะ
เปนตัวแปรเชงิสุมปวสซงที่เปนอิสระตอกนั (Independent Poisson Random Variable) ซ่ึงใน
การสรางตัวแบบล็อกลิเนียร จํานวนนับในแตละชองจะทําหนาทีเ่ปนตัวแปรตาม สวนตัวแปร
ทางดานแถวและสดมภจะทาํหนาที่เปนตัวแปรอิสระ และไดวาคาเฉลี่ยของจํานวนนบัในแตละชอง
จะเทากับคาคาดหวังของจํานวนนับในชองนั้นๆ 
 กําหนดให      แทนจํานวนนบัในชองที่ i in

          แทนคาเฉลี่ยของ  ซ่ึงเทากับim in )E(ni , N,...,2,1i =  

 เนื่องจากตวัแบบล็อกลิเนียร เปนสวนหนึ่งของตัวแบบเชงิเสนที่วางนยัโดยทั่วไป (GLM) 
ในการวิเคราะหขอมูลเชิงกลุมจะใชตวัแปร และ แทนตัวแปร และ (หรือ ) ตามลําดับ 
ดังนั้น ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบปวสซง คือ 
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ถา มีรูปแบบการแจกแจงที่ในกลุมเอกซโปเนนเชยีล จะมีฟงกชันความนาจะเปนดังนี้ iY
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จากฟงกชันของ  สามารถจัดใหอยูในกลุมเอ็กซโปเนนเชียลไดดังนี ้( ii m;nf )
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)!nlog(m)mlog(n)m;n(flog iiiiii −−=   
 

จึงไดวา 
 

1)(a)!nlog(),y(cm)(b)mlog( iiiiii =φ−=φ=θ=θ  
 

ดังนั้น Link Function สําหรับการแจกแจงแบบปวสซง คือ หรือ ซ่ึง
เรียกวา Log-link  

)mlog( i )(mln i

 สําหรับการแจกแจงแบบปวสซงนั้นตัวแบบ GLM จะเชือ่มฟงกชันของ  กับตัวแปร
อิสระในลักษณะเชิงเสนที่มรูีปแบบ คือ 

im

 
∑==

j
ijji Xβ)(mlnη  

 
 เราจะเรียกตวัแบบ GLM สําหรับชองของจํานวนนับของตารางการณจรสองทาง หรือ 

 นี้วา ตวัแบบล็อกลิเนียร (Log-linear Model) ∑=
j

ijji Xβ)(mln

 ลักษณะโดยทัว่ไปของขอมลูที่นํามาใชในการวิเคราะหดวยตวัแบบล็อกลิเนียร จะมี
ลักษณะขอมูลดังตารางที่ 3.1 
 
ตาราง 3.1  ลักษณะโดยทัว่ไปของขอมูลที่นํามาใชในการวิเคราะหดวยตัวแบบล็อกลิเนียร 
 

ตัวแปร Y 
ตัวแปร X 

1Y   2Y   … cY   

1X 11m  12m  … c1m  

2X   21m  22m  … c2m  

M   M   M   ijm  M   

rX   1rm  2rm  … rcm  

 
โดยที่  แทนขอมูลจํานวนนบั ( ซ่ึงเปนตัวแปรตาม) ของ X ระดับที่ i และ Y ระดับที่ j ijm ijm
  
3.1  ตัวแบบลอ็กลิเนียรแบบงาย (2 มิต)ิ 
 สมมติใหตัวอยางขนาด n มีการแจกแจงแบบพหุนาม ประกอบดวยจํานวน ชองใน
ตารางการณจรสองทางขนาด (

rcN =

cr× ) โดยกําหนดให  แทนความนาจะเปนแบบพหุนาม หรือ
แทนการแจกแจงรวมของตัวแปรเชิงกลุมสองตัว และตวัแปรทั้งสองจะเปนอิสระตอกัน ก็ตอเมื่อ 

ijP
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jiij PPP ⋅⋅=  เมื่อ    และ  r,...,2,1i = c,...,2,1j =  จะไดคาคาดหวงัของ  คือ  ใน
ทุกๆ i และ j และสามารถสรางตัวแบบล็อกลิเนียรที่อาศยัเทอม ijm  แ เทอม ijP โดยก ประยุกต
จากคุณสมบัตขิองการแจกแจงแบบปวสซงที่มีขนาดNชอง ซ ีคาคาดหวังเทากับ ijm  ดังนั้น
แบบล็อกลิเนียรแบบงายในเทอมของ ijm  จึงมีต บบทีน่าสนใจดงัตอไปนี ้

ijm jiij PnPm ⋅⋅=

ทน าร
ึ่  ตัว

ัวแ
งม

 
3.1.1  ตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน (Independent Model) 

 จากเทอม เราสามารถสรางตัวแบบขึ้นใหมโดยใชมาตรวดัแบบล็อก 
(Logarithmic Scale) เพื่อทําใหความเปนอิสระตอกันเปนรูปแบบเชงิบวก (Additive Form) ซ่ึง
ไดรูปแบบดังนี้ 

jii PnPm ⋅⋅=

 
( ) ( ) ( ) ( )jiij PPlnnlnmln ⋅⋅                                              (3.1) ln++=

 
 จากสมการ (3.1) จะไดรูปแบบที่คลายกับตวัแบบการวิเคราะหความแปรปรวน (ANOVA 

Models) คือ 
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และพารามิเตอร  กับ  จะสอดคลองกับเงื่อนไขของ  X
iu Y

ju 0uu
c

1j
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1i

X
i == ∑∑

==

  
สมการ (3.2) มีช่ือเรียกวา ตวัแบบล็อกลิเนียรที่เปนอิสระตอกันในตารางการณจรสองทาง 

(Log-linear Model of Independence in A Two-Way Contingency Table) 
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3.1.2  ตัวแบบเต็มรูป (Saturated Model) 

 สมมติวาระหวางตัวแปรตางๆ มีความไมเปนอิสระตอกนั และ  0nPm ijij >=

กําหนดให 
)mln( ijij =λ  

 

∑
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โดยที่ u  เปนคาเฉลี่ยทั้งหมด (Grand Mean) ของ ( )ijmln  

 
⋅⋅⋅ λ−λ= i

X
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⋅⋅⋅ λ−λ= j

Y
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⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= jiij

XY
iju       

 
ดังนั้น  ตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางสองทางคือ 
 

( ) XY
ij

Y
j

X
iij uuuumln +++=                                                        (3.3) 

 
 จากสมการ (3.3) เรียกวา ตวัแบบเต็มรูป (Saturated Model) ซ่ึงเปนตัวแบบที่สามารถ
อธิบายเซตของคาคาดหวังของความถี่ที่มีคามากกวาศูนยเซตใดเซตหนึ่งไดอยางสมบูรณ และยัง
เปนตัวแบบทัว่ไปมากที่สุด (Most General Model) ของตารางการณจรแบบสองทาง สําหรับ
เทอมดานขวาของสมการ (3.3) จะมีตัวแบบที่คลายกับตวัแบบการวิเคราะหความแปรปรวนสองทาง 
(Two – Way ANOVA) 

 จากพารามิเตอร  และ  คือ คาที่เบี่ยงเบนจากคาเฉลี่ย และ  นั้น 

ทําใหเหลือพารามิเตอรที่เปนอิสระตอกันจํานวน

X
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iu 0uu
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)1r( − และ )1c( − เทอม นอกจากนี้ยังไดวา 
สอดคลองกับ 

XY
iju
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ดังนั้น จึงมจีํานวนพารามิเตอรของ  ที่เปนอิสระตอกันจํานวน XY

iju )1c)(1r( −− เทอม 

 สําหรับตัวแบบ (3.2) เปนเพียงกรณีพิเศษของตัวแบบ (3.3) เมื่อ  การเพิ่มเทอม 
 หรือพารามิเตอรที่แสดงถึงความสัมพันธกันนั้น เพื่อบอกความไมเปนอิสระตอกันระหวางตัว

แปรเชิงกลุม X และ Y 

0u XY
ij =

XY
iju

 สรุป ตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน (3.2) จะมีจํานวนพารามิเตอรที่เปนอิสระตอกนัเทากับ 
เทอม สวนตัวแบบเต็มรูป (3.3) จะมีจํานวนพารามิเตอรที่เปนอิสระ

ตอกันเทากับ 
( ) ( ) 1cr1c1r1 −+=−+−+

( ) ( ) ( )( ) rc1c1r1c1r1 =−−+−+−+  เทอม โดยทั่วไปตารางการณจรสองทาง
จํานวนพารามเิตอรในตวัแบบเต็มรูปจะเทากับจํานวนของชองในตารางขอมูลนั้น ถาตัวแบบมี
จํานวนพารามเิตอรนอยกวาจํานวนชองของตารางขอมูล จะเรยีกตวัแบบดังกลาววา ตัวแบบไมเตม็
รูป (Unsaturated Model) 
 
3.1.3  การตีความหมายของพารามิเตอร (Interpretation of Parameters) 

 การตีความหมายของพารามิเตอรจะไมซับซอนสําหรับตัวแปรแบบ Binary เชน ตัวแบบที่
เปนอิสระตอกนัสําหรับตาราง )2r( × จะมีโลจิทของตัวแปร Binary เทากับ 
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โลจิทดังกลาวจะมีคาเทากบั ในทุกๆ แถว สําหรับเงื่อนไขของผลรวมพารามิเตอร

เทากับ 0 นั้นพบวา โลจิทที ่ i เทากับ  เนือ่งจาก  นอกจากนี้ในแตละแถวจะไดวา 
Y
2

Y
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Y
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1
Y
2 uu −=

( )Y
iu2exp  คือ ออดส (Odds) ของการจัดกลุมของสดมภใหเปนกลุม 1 แทนที่จะเปนกลุม 2 

 ความสัมพันธระหวางอัตราสวนออดส และพารามิเตอรที่แสดงความสัมพันธโดย
ยกตวัอยางตาราง (2×2) โดยพิจารณาจากตัวแบบเต็มรูป พบวา 
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 ดังนั้น อัตราสวนออดสสําหรับตาราง (2×2) จึงเทากับ Antilog ของ 4 เทาของพารามิเตอร
ที่แสดงความสัมพันธในตัวแบบเต็มรูป 
 
3.1.4  ตัวแบบความนาจะเปนของเซลล (Model of Cell Probabilities) 

 ตัวแบบที่มกีารเลือกตัวอยางแบบปวสซง จํานวนนบัของเซลลที่ไดจึงเปนตวัแปรเชิงสุม
แบบปวสซงทีเ่ปนอิสระตอกนัดวยคาเฉลี่ย พารามิเตอรโดยธรรมชาติของการแจกแจงแบบปวส
ซอง คือ ล็อกของคาเฉลี่ย  

ijm

)]m[ln( ij

 จากเงื่อนไขของตัวอยางขนาด ตัวแบบล็อกลิเนียรแบบปวสซงสําหรับเซต จะมีนิพจน

ที่สมมูลกับตัวแบบล็อกลิเนียรแบบพหุนามสําหรับเซต 
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lcr

3.2  ตัวแบบลอ็กลิเนียรเชิงชัน้ 
3.2.1  ลักษณะและคุณสมบัตขิองตารางการณจรสามทาง 
 ตารางการณจรสามทาง (Three-way contingency table) คือตารางแจกแจงความถี่ของ
ขอมูลตามคุณลักษณะตัวแปรเชิงกลุมที่สนใจจํานวน 3 ตัวแปร สมมติวาตัวแปรเชิงกลุมที่สนใจ
ศึกษามี 3 ตัวแปร คือตัวแปร X, Y และ Z โดยที่ตวัแปร X แบงออกเปน r กลุม ตัวแปร Y แบง
ออกเปน c กลุม และตัวแปร Z แบงออกเปน l กลุม ซ่ึงแตละตัวแปรอาจอยูในมาตรวัดแบบนาม
บัญญัติหรือแบบเรียงลําดับหรือแบบอันตรภาคชั้นก็ได และหากจัดหมวดหมูตามลักษณะของปจจัย
ดังกลาวจะสามารถจําแนกไดถึง ××  กลุม ซ่ึงแสดงถึงขนาดของตารางการณจรหรือจํานวน
ชองทั้งหมด 

 ให  เปนตัวแปรสุมซึ่งใชแทนความถี่ของจํานวนนับทีส่อดคลองกับกลุมที่ i ของตัว
แปร X เมื่อ i  กลุมที่ j ของตัวแปร Y เมื่อ 

ijkX

r...,,2,1= c,...,2,1j = และกลุมที่ k ของตัวแปร Z เมื่อ 
หรือเปนจํานวนหนวยตวัอยางที่ตกอยูในชองที่ ijk โดยสัญลักษณ ijk แทนตําแหนง

ของชองในตารางการณจร ดงัแสดงในตารางที่ 3.2 

l,...,2,1k =
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ตาราง 3.2  ลักษณะทั่วไปของตารางการณจรสามทาง ขนาด lcr ×× ที่ประกอบดวยความถี่ในแตละเซลล 
 

ตัวแปร Z 

Z1 … Zl

ตัวแปร Y ตัวแปร Y ตัวแปร Y 
ตัวแปร X 

Y1 ... Yc Y1 ... Yc Y1 ... Yc 

รวม 

X1 111x  … 1c1x  k11x  … ck1x  l11x  … cl1x  ⋅⋅1n  

X2 211x  … 1c2x  k21x  … ck2x  l21x  … cl2x  ⋅⋅2n  

M  M  1ijx  M  M  ijkx  M  M  xijl M  M  

Xr 11rx  … 1rcx  k1rx  … rckx  l1rx  … rclx  ⋅⋅rn  

11n ⋅  1jn ⋅  1cn ⋅  k1n ⋅  jkn ⋅  ckn ⋅  l1n ⋅  jln ⋅  cln ⋅  

รวม 
 1n ⋅⋅    kn ⋅⋅    l  n ⋅⋅  

nn =⋅⋅⋅  

 
 

 
 
        
 
                                         ⋅⋅1n ⋅⋅ jn ⋅⋅cn
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ให  แทนความนาจะเปนที่ตวัแปรสุม  จะตกอยูในเซลล ijk หรือความนาจะเปนที่

ตัวแปรสุม จะมีลักษณะสอดคลองกับตัวแปร X ในกลุมที่ i ตัวแปร Y ในกลุมที่ j และตัวแปร 
Z ในกลุมที ่ k ทั้งนี้  ก็สามารถแสดงในตารางการณจรเชนเดียวกับ แตมีคุณสมบัติที่
แตกตางกันดังนี้ 
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จาก  ตัวแปรทัง้สามจะเปนอสิระตอกันก็ตอเมื่อijkp kjiijk p.p.pp ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= จะไดคาคาดหวังคือ  
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 จากตารางการณจรสามทาง เราอาจสนใจศกึษาตวัแปรเพยีง 2 ตวัแปรใดๆ ในกลุมยอยใด
กลุมยอยหนึ่งของตัวแปรที่ 3 ก็ได เชนตองการศึกษาตวัแปร X และตวัแปร Y ภายใตกลุมยอยที่ 1 
ของตัวแปร Z ซ่ึงตารางการณจรดังกลาวจะกลายเปนตารางการณจรสองทางที่เรียกวา ตารางการณ
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จรบางสวน (Partial table) และจะเรียกความสัมพันธของตัวแปรเชงิกลุมระหวางตัวแปร X และ
ตัวแปร Y วาเปนความสัมพนัธรวม (Partial association) และหากระดับความสัมพนัธระหวางตัว
แปร X และตัวแปร Y มีความแตกตางในแตละกลุมยอยของตวัแปร Z แลว จะสรุปไดวาเกดิ
ความสัมพันธรวม 3 ตัวแปร (Three-way interaction) ระหวาง X, Y และ Z 
 
ตาราง 3.3  ตารางการณจรบางสวนที่สนใจศึกษาตวัแปร X และตัวแปร Y ภายใตกลุมยอยที่ 1 ของ

ตัวแปร Z  
 

 ตัวแปร Z1 ตัวแปร X 
ตัวแปร Y1 ... ตัวแปร Yc 

รวม 

X1 111x  … 1c1x  11n ⋅  

X2 211x  … 1c2x  12n ⋅  

M  M  1ijx  M  M  

Xr 11rx  … 1rcx  1rn ⋅  

รวม 11n ⋅  1jn ⋅  1cn ⋅  1n ⋅⋅  
 
 ความผิดพลาดในการใชตารางการณจรสองทางแทนตารางการณจรสามทาง

ในบางครั้งถาเราสนใจศึกษาตัวแปรเพยีง 2 ตัวแปรใดๆ เราอาจทําการยุบ (Collapse) ตวั
แปรที่เราไมสนใจนัน้ทิ้งเสีย กลาวคือเปนการยุบตารางการณจรสามทาง (ตารางที่ 3.2) ใหเหลือ
เพียงสองทาง เรียกวาตารางการณจรแบบชายขอบ (Marginal table) ซ่ึงมีจํานวนชองเทากับผลคูณ
ของจํานวนกลุมยอยของตวัแปรทั้งสอง เชนตารางการณจรแบบชายขอบของตัวแปร X และตัวแปร 
Y เมื่อไมสนใจตัวแปร Z จะแสดงไดดังตารางที่ 3.4 และจะเรียกความสัมพันธของตัวแปรเชิงกลุม
ระหวางตัวแปร X และตวัแปร Y วาเปนความสัมพันธชายขอบ (Marginal association) 
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ตาราง 3.4  ตารางการณจรแบบชายขอบที่สนใจศึกษาเพียงตัวแปร X และตวัแปร Y โดยไมสนใจ
ศึกษาตวัแปร Z  

 
 ตัวแปร Y 

ตัวแปร X 
Y1 ... Yc 

รวม 

X1 ⋅11x  … ⋅c1x  ⋅⋅1n  

X2 ⋅21x  … ⋅c2x  ⋅⋅2n  

M  M  ⋅ijx  M  M  

Xr ⋅1rx  … ⋅rcx  ⋅⋅rn  

รวม ⋅⋅1n  ⋅⋅ jn  ⋅⋅cn  nn =⋅⋅⋅  
 
อยางไรก็ตามการยุบตัวแปรจากตารางการณจรสามทาง ใหเหลือเพยีงสองทางนั้น อาจทํา

ใหขอสรุปจากการวิเคราะหขอมูลมีความผิดพลาดได ซ่ึงถือวาเปนกรณีศึกษาที่เรียกวา ปฏิทรรศน
ของซิมปสัน (Simpson’s paradox) (Agresti: 2002) แสดงไดดังนี ้
 
ตาราง 3.5  ความถี่ในตารางการณจรสามทาง กรณีเกดิปฏิทรรศนของซิมปสัน 
 

น้ําหนกัตัวเกนิมาตรฐาน น้ําหนกัตัวไมเกินมาตรฐาน ปจจัย 
ชาย หญิง ชาย หญิง 

รวม 

เปนโรคหัวใจ 20 10 15 50 95 
ไมเปนโรคหัวใจ 50 40 5 40 135 

รวม 70 50 20 90 230 
 
 จากตารางที่ 3.5 เมื่อพิจารณาตามตัวแปร “น้ําหนกัตวัเกนิมาตรฐาน” จะพบวาความนาจะ
เปนที่ผูชายจะเปนโรคหัวใจ เทากับ 20/70 = 0.286 และความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ 
เทากับ 10/50 = 0.2 เมื่อพิจารณาตามตัวแปร “น้ําหนกัตวัไมเกินมาตรฐาน” จะพบวาความนาจะเปน
ที่ผูชายจะเปนโรคหัวใจ เทากับ 15/20 = 0.75 และความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ เทากบั 
50/90 = 0.556 ดังนั้นจะพบวาผูชายจะมีโอกาสเปนโรคหัวใจมากกวาผูหญิงในแตละตัวแปรดาน
น้ําหนกั ถาทําการยุบตวัแปรดานน้ําหนกั ใหเหลือเพียงตัวแปรเพศและตัวแปรการเปนโรคหวัใจ
เทานั้น จะไดผลดังตารางที่ 3.6 
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ตาราง 3.6  ความถี่ในตารางการณจรสองทางที่ยุบตัวแปรดานน้ําหนกั กรณีเกิดปฏทิรรศนของซิมปสัน 
 

ปจจัย ชาย หญิง รวม 
เปนโรคหัวใจ 35 60 95 

ไมเปนโรคหัวใจ 55 80 135 
รวม 90 140 230 

 
 จากตารางที่ 3.6 เมื่อทําการยุบตัวแปรดานน้ําหนักแลว จะพบวาความนาจะเปนที่ผูชายจะ
เปนโรคหัวใจ เทากับ 35/90 = 0.389 ในขณะที่ความนาจะเปนที่ผูหญิงจะเปนโรคหัวใจ เทากบั 
60/140 = 0.429 ซ่ึงมีโอกาสการเปนโรคหัวใจมากกวาผูชาย ซ่ึงผลสรุปจากตารางที่ 3.6 ขัดแยงกับ
ตารางที่ 3.5 ดังนั้นการยุบตัวแปรในกรณีนีจ้ึงใหขอสรุปผิดไปจากความจริง 
 
3.2.1.1  รูปแบบของความเปนอิสระตอกันระหวางตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง 

1) ความเปนอิสระอยางสมบูรณ (Mutual or Complete Independence)  
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอกันอยางสมบูรณก็ตอเมื่อ 

kjiijk p.p.pp ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=    ทุก i, j และ k 
 

ซ่ึงหมายความวาความนาจะเปนที่ตัวแปรสุม จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ 
Z จะมีคาเทากบัผลคูณของความนาจะเปนชายขอบของตัวแปร X, Y และ Z นั้นๆ โดยรูปแบบของ
ความเปนอิสระอยางสมบูรณนี้มีไดเพยีงรูปแบบเดยีวเทานั้น ไมมีกรณยีอย 

ijkX

 
2) ความเปนอิสระรวม (Joint or Partial Independence) 
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอรวมก็ตอเมือ่ ความนาจะเปนที่

ตัวแปรสุม  จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ Z จะมคีาเทากับผลคูณของความ
นาจะเปนชายขอบของ 2 ตัวแปรที่มีความสัมพันธกัน กับความนาจะเปนชายขอบของตัวแปรที่ 3 ที่
เปนอิสระจาก 2 ตัวแปรนัน้ เชน ตัวแปร X, Y จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร Z ก็ตอเมื่อ 

ijkX

kijijk p.pp ⋅⋅⋅=    ทุก i, j และ k 
 

นอกจากนี้ในกรณีอ่ืนก็จะหาไดโดยใชหลักการเดยีวกัน ดังนี ้
 ตัวแปร X, Z จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร Y ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅⋅= jkiijk p.pp    ทุก i, j และ k 
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ตัวแปร Y, Z จะเปนอิสระรวมกับตวัแปร X ก็ตอเมื่อ 
⋅⋅⋅= ijkijk p.pp    ทุก i, j และ k 

 
3) ความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข (Conditional Independence) 
ตัวแปรเชิงกลุมในตารางการณจรสามทาง จะเปนอิสระตอกันอยางมีเงือ่นไขก็ตอเมื่อความ

นาจะเปนที่ตวัแปรสุม Xijk จะตกอยูในเซลล ijk ใดๆ ของตัวแปร X, Y และ Z จะแสดงไดดังนี้ 
เชน กรณีตวัแปร X และ Y เปนอิสระตอกนัอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Z พิจารณาไดดังนี ้

k

ijk
kij p

p
p

⋅⋅

=  

 
เมื่อกําหนดตัวแปร X และ Y เปนอิสระตอกันอยางมีเงือ่นไขในตวัแปร Z จึงไดวา 

k

ijk
kjki p

p
p.p

⋅⋅
⋅⋅ =  

 
ดังนั้น ตวัแปร X และ Y จะเปนอิสระตอกนัอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Z ก็ตอเมื่อ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⋅⋅

⋅

⋅⋅

⋅
⋅⋅

k

jk

k

ki
kijk p

p
p
ppp  

 

        
k

jkki

p
p.p

⋅⋅

⋅⋅=    ทุก i, j และ k 

 
นอกจากนี้ในกรณีอ่ืนก็จะหาไดโดยใชหลักการเดยีวกัน ดังนี ้

ตัวแปร X และ Z จะเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร Y ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅

⋅⋅=
j

jkij
ijk p

p.p
p    ทุก i, j และ k 

 
ตัวแปร Y และ Z จะเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขในตวัแปร X ก็ตอเมื่อ 

⋅⋅

⋅⋅=
i

kiij
ijk p

p.p
p    ทุก i, j และ k 

 
4) ความเปนอิสระท่ีไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน (Mutual Dependence) 
เปนรูปแบบทีไ่มมีพจนความสัมพันธรวมของ 3 ตัวแปร (No-three-way interaction) 

ความเปนอิสระในลักษณะนีม้ีความซับซอนไมมีรูปแบบที่ชัดเจน แตมหีลักกวางๆ เพียงวา ตวัแปร
ทุกคูจะตองมคีวามสัมพันธกันและระดับความสัมพันธระหวางตัวแปร 2 ตัวแปรใดๆ จะตองมคีา
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เทากันในทุกระดับของตัวแปรที่ 3 ซ่ึงรูปแบบความสัมพันธทุกรูปแบบที่กลาวมาขางตนก็ลวน
แลวแตมีระดบัความสัมพันธ 2 ตัวแปรใดๆ เทากันในทกุระดับของปจจัยที่ 3 เชนเดยีวกัน 

จากรูปแบบความสัมพันธพบวามีเพยีง 3 รูปแบบแรกเทานั้น มีลักษณะเปน รูปแบบปด 
(Closed form) กลาวคือสามารถหารูปแบบที่ชัดเจนได ในขณะที่รูปแบบความเปนอิสระที่มี ไมมี
ตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกันนั้นไมสามารถหารูปแบบความสัมพันธทีชั่ดเจนได  

 
3.2.1.2  การตีความหมายของตัวแบบพารามิเตอร (Interpretation of Model Parameters)  

การตีความหมายของพารามิเตอรของตัวแบบล็อกลิเนียร จะใชอัตราสวนออดสมาอธิบาย
ตารางแบบชายขอบและความสัมพันธบางสวน เชนตารางแบบชายขอบของ X กับ Y (X–Y 

Marginal Table) เมื่อกําหนดใหระดับ k ของ Z คงที่ จะมีอัตราสวนออดสจํานวน )1c)(1r( −−  
คา ซ่ึงมีสัญลักษณดังนี ้
 

   ( )
k,j,1ik,1j,i

k,1j,1iijk
kij P P

P P

++

++=θ   โดยที่ 1ri1 −≤≤  และ  1cj1 −≤≤

 
 ซ่ึงอธิบายถึง ความสัมพันธแบบมีเงื่อนไข (Conditional Association) ของ X และ Y 

ในทํานองเดียวกันความสัมพันธแบบมีเงือ่นไขของ X และ Z เมื่อกําหนดใหระดับ j ของ Y คงที่ก็
จะอธิบายไดดวยอัตราสวนออดสจํานวน )1l)(1r( −−  คา หรือ ( ( )kjiθ ) และความสัมพนัธแบบมี
เงื่อนไขของ Y และ Z เมือ่กําหนดใหระดับที่ i ของ X คงที่ กจ็ะอธิบายไดดวยอัตราสวนออดส 
จํานวน ( )( 1l1c )−−  คา (หรือ ) ( ) jkiθ

 การหาคาของพารามิเตอรของตัวแบบล็อกลิเนียรสามารถหาไดจากฟงกชันของอัตราสวน
ออดสแบบมีเงือ่นไข เชนการหาพารามิเตอรสําหรับตารางการณจรขนาด 2×2×2 สามารถหาไดโดย
การแทนคา ของตัวแบบเตม็รูปสําหรับตารางการณจรสามทาง ลงในล็อกอัตราสวนออดส
แบบมีเงื่อนไข (Log Conditional Odds Ratios) จะไดผลลัพธดังที่ Agresti (2002) แสดงไวคือ 

)mln( ijk

 

   ( )

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ

θ
=

211

111XYZ
111 ln

8
1u  

 

             ( )
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⎠
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=
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111ln
8
1  

 

             ( )

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

θ

θ
=

112

111ln
8
1  

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d



 34

 

สําหรับเงื่อนไขที่เกี่ยวกับ นั้นในแตละเทอมของ จะมีคาเปนศูนย

ก็ตอเมื่อ อัตราสวนออดสระหวางตวัแปร 2 ตัวมีคาคงที่ ณ ทุกระดับของตัวแปรที่ 3 เชน จากตาราง
การณจรขนาด 2×2×k พบวา  เมื่อ 

∑∑∑
= = =

=
r

1i

c

1j

l

1k

XYZ
ijk 0u XYZ

ijku

0uXYZ
ijk = ( ) ( )k11111 ... θ==θ  ดังนั้น 

 

   ( )( )k11
XY
11 ln

4
1u θ=    สําหรับ l,...,2,1k =  

 
ซ่ึงสอดคลองกับกรณีของตาราง 2 มิติ [ ( ) XY

11ij u4ln =θ ] คือ พารามิเตอรที่แสดงความสัมพันธนั้น
เปนสัดสวนกบัล็อกของอัตราสวนออดส 
 
 สรุป ตัวแบบล็อกลิเนียรสามารถแสดงคุณสมบัติบางอยางไดโดยใชอัตราสวนออดส เชน 
ความเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไขของ X และ Y ซ่ึงสมมูลกับ ( ) 1kij =θ  ,  

 และ 
1r..., ,2 ,1i −=

1c..., ,2 ,1j −= 1l..., ,2 ,1k −=   
 
3.2.1.3  เงื่อนไขท่ีพอเพียงบางประการ 
 เงื่อนไขที่พอเพียงที่ทําใหอัตราสวนออดส สําหรับ X และ Y มีคาเทากันทั้งในตาราง
บางสวน และตารางแบบชายขอบ เมื่ออัตราสวนออดสดังกลาวเทากัน จะชวยใหเราศึกษา
ความสัมพันธของ X และ Y ไดสะดวกขึ้นโดยการยุบมิติ (Collapsing) ของ Z โดยที่ Z อาจเปน
ตัวแปรเดียวหรือหลายตัวแปร (Multidimensional) เงื่อนไขเหลานั้นจึงเรียกวาเงื่อนไขการยุบได 
(Collapsibility Conditions) โดยเฉพาะบางเงื่อนไขที่เกี่ยวกับเซตของอัตราสวนออดส จะมีคา
เทากัน คือ 
 
      เมื่อ ( ) ( ) ( )kij2ij1ij

XY
ij ... θ==θ=θ=θ 1ri1 −≤≤  และ  1cj1 −≤≤

 
และถาขอหนึง่ขอใดหรือทั้ง 2 ขอ ตอไปนี้เปนจริง 
  1.   เมื่อ ( ) 1kji =θ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  และ  1lk1 −≤≤

  2.   เมื่อ ( ) 1jki =θ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  และ  1lk1 −≤≤

 
กลาวคือ ความสัมพันธแบบชายขอบ และความสัมพันธบางสวนของ X กับ Y (XY – Marginal 

and Partial Association) จะมีคาเทากนั ถา X และ Z เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข หรือ ถา Y 
และ Z เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข และตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับ  ก็จะมเีทอม
ความสัมพันธของพารามิเตอร  เทากัน และมีอัตราสวนออดสเทากันดวย 

ijm
XY
iju
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3.2.1.4  ตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้นสําหรับตารางการณจรสามทาง  

(Hierarchical log-linear models for three-way contingency table) 
 ตัวแบบล็อกลิเนียรมีรูปแบบโครงสรางทั่วไปคลายคลึง กับตัวแบบการวิเคราะหความ
แปรปรวน โดยตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสามทาง มีพื้นฐานมาจากแนวคดิในเรื่อง
รูปแบบของความเปนอิสระตอกันระหวางตัวแปรเชิงกลุม ดังนั้นจึงปรากฏตัวแบบยอยข้ึนตาม
รูปแบบความเปนอิสระ รวมทั้งยังมีตัวแบบเต็มรูปซึ่งเปนตัวแบบที่รวมอิทธิพลตางๆ ที่เปนไปได
ทั้งหมดและตวัแบบยอยที่มรูีปแบบปดของความนาจะเปนในแตละชอง ( ) ซ่ึงมีดังตอไปนี ้ijkp

1.  ตัวแบบเตม็รูป (Saturated Model) 
 เปนตัวแบบทีร่วมพจนของอิทธิพลหรือความสัมพันธทัง้หมดที่เปนไปได จะใชสัญลักษณ 
[XYZ] แทนตัวแบบเต็มรูป ซ่ึงแสดงในรปูของพารามิเตอรไดดังนี ้
 

XYZ
ijk

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuuuumln +++++++=                        

(3.4) 
 

โดย  แทนความถี่คาดหวังของเซลลที่ ijk ในตารางการณจรซึ่งตรงกับกลุมยอยที่ i ของ ijkm

ตัวแปร X , กลุมยอยที่ j ของตัวแปร Y และกลุมยอยที่ k ของตัวแปร Z โดยที่ 
  0mijk >

  แทนคาคงที่หรือเปนคาเฉลี่ยทั้งหมด (Grand Mean) u

 แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร X ในกลุมยอยที่ i (  main effect) X
iu  iX

  แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร Y ในกลุมยอยที่ j (  main effect) Y
ju jY

 แทนอิทธิพลหลักของตัวแปร Z ในกลุมยอยที่ k (  main effect) Z
ku  kZ

  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X และ Y ในกลุมยอยที่ i และ j ตามลําดับ  XY
iju

(  partial interaction) ij)XY(
 

XZ
iku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X และ Z ในกลุมยอยที่ i และ k ตามลําดับ  

((  partial interaction) ik)XZ(
YZ
jku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร Y และ Z ในกลุมยอยที่ j และ k ตามลําดับ  

(  partial interaction) jk)YZ(
XYZ
ijku  แทนอิทธิพลรวมของตัวแปร X, Y และ Z ในกลุมยอยที่ i, j และ k ตามลําดับ  

(Three - factor interaction) 
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ในอีกนยัหนึ่ง พารามิเตอรในตัวแบบก็หมายถึง ความแตกตางจากคาเฉลี่ยของตัวแบบ
นั่นเอง ซ่ึงในทุกตัวแบบก็จะใชหลักการเดียวกัน ดังนี ้

∑∑∑
= = =

=
r

1i

c

1j

l

1k
ijkmln

rcl
1u ⋅⋅⋅λ=  

 

umln
cl
1u

c

1j

l

1k
ijk

X
i −= ∑∑

= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= i  

 

umln
rl
1u

r

1i

l

1k
ijk

Y
j −= ∑∑

= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= j  

 

umln
rc
1u

r

1i

c

1j
ijk

Z
k −= ∑∑

= =
⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ= k  

 

uuumln
l
1u Y

j
X
i

l

1k
ijk

XY
ij −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= jiij  

 

uuumln
c
1u Z

k
X
i

c

1j
ijk

XZ
ik −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= kiki  

 

uuumln
r
1u Z

k
Y
j

r

1i
ijk

YZ
jk −−−= ∑

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ−λ−λ−λ= kjjk  

 
และ  uuuuuuumlnu YZ

jk
XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk

XYZ
ijk −−−−−−−=

 
              ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ λ+λ+λ+λ+λ+λ−λ−λ= k.jijkkiijijk  
 

 ดวยเหตนุี้จึงมคีุณสมบัติผลรวมของพารามเิตอรเทากับศนูย (Zero–sum constraint) ดังนี ้

0uuu

uuuuuuuuu

l

1k

XYZ
ijk

c

1j

XYZ
ijk

r

1i

XYZ
ijk

l

1k

YZ
jk

l

1k

c

1j

YZ
jk

XZ
ik

r

1i

XZ
ik

c

1j

XY
ij

r

1i

XY
ij

l

1k

Z
k

r

1i

c

1j

Y
j

X
i

====

========

∑∑∑

∑∑ ∑∑∑∑∑∑ ∑

===

== ====== =  

 
คาประมาณความถี่คาดหวัง (Estimated expected frequency) สําหรับตัวแบบเต็มรูป คือ  

ijk
ijk

ijkijk x
n

x
np̂nm̂ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==   

 
เนื่องจากไมมขีอกําหนดใดๆ เกี่ยวกับความเปนอิสระระหวางตวัแปรตางๆ  
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เนื่องจาก  ดังนั้น จึงมพีารามิเตอร 0u
r

1i

X
i =∑

=

{ }X
iu  จํานวน )1r( −  ตัวที่เปนอสิระตอกัน

เชิงเสน (Linearly Independent) และเนื่องจาก  ดังนั้น จึงมีพารามิเตอร 

 จํานวน 

0uu
c

1j

XY
ij

r

1i

XY
ij == ∑∑

==

XY
iju )1c)(1r( −−  ตัวที่เปนอิสระตอกนัเชิงเสน และทํานองเดียวกนันี้สําหรับพารามิเตอร

อ่ืนๆ จะไดวา จํานวนพารามเิตอรที่เปนอิสระตอกันเชิงเสน (รวม u) หรือมีจํานวนพารามิเตอรที่ไม
ทราบคาทั้งหมดของตัวแบบเต็มรูป คือ 

)1l)(1c)(1r()1l)(1c()1l)(1r()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −−−+−−+−−+−−+−+−+−+

rcl= ตัวหรือก็คือจํานวนชองในตารางการณจรสามทางนั่นเอง 
 ตัวแบบทีจ่ะกลาวถึงตอไปนี ้ ลวนเปนตวัแบบที่ลดรูปจากตัวแบบเตม็รูปทั้งสิ้น โดยใน
การศึกษาครั้งนี้จะพจิารณาเฉพาะตัวแบบลดรูปที่เปนมีลักษณะเปนตวัแบบเชิงชั้น (Hierarchical 

Model) กลาวคือ เปนตัวแบบที่รวมเอาอทิธิพลรวมของตัวแปรหลายตัว และจะตองมีอิทธิพลรวม
ของเซตยอยของตัวแปรเหลานั้นอยูในตวัแบบดวย เนื่องจากในทางปฏิบัติเรามักจะพิจารณาตวัแบบ
เชิงชั้นเปนหลัก ทั้งนี้เนื่องมาจากเหตุผลในดานการตคีวามหมายของตัวแบบ เชนถาในตวัแบบ
ประกอบดวยอิทธิพลรวม  แลวทําใหการพิจารณาวาอิทธิพล  และ  จะอยูในตวัแบบ
หรือไมนั้น ไมใชส่ิงจาํเปนเพราะเมือ่มีอิทธิพลรวมแลวกจ็ะตองมีอิทธิพลหลักอยูในตวัแบบดวย
ตัวอยางของตวัแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้น (Hierarchical Log-linear Models) เชน 

XY
iju X

iu Y
ju

    XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ  ก็จะมอิีทธิพลหลักคือ  และ  อยูในตัว
แบบดวย 

XY
iju X

iu Y
ju

    XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ  และ  ก็จะมีอิทธิพลหลักคือ 
และ อยูในตวัแบบดวย 

XY
iju XZ

iku Y
j

X
i u,u

Z
ku

 ตัวอยางของตวัแบบล็อกลิเนียรที่ไมเปนตวัแบบเชิงชัน้ (Nonhierarchical Models) เชน 

    XY
ij

Z
k

X
iijk uuuumln +++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปร คือ แตไมมีอิทธิพลหลัก คือ อยูในตวัแบบ XY
iju Y

ju .

    XZ
ik

XY
ij

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

จะเห็นไดวา เมื่อมีอิทธิพลรวมหลายตวัแปรคือ และ แตไมมีอิทธิพลหลักคือ ในตวัแบบ XY
iju XZ

iku Z
ku
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 2.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ (Model of Mutual Independence) 
 เปนตัวแบบทีไ่มมีพจนของอิทธิพลหรือความสัมพันธรวมระหวางตวัแปรใดๆ เราจะใช
สัญลักษณ แทนตัวแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี ้]Z][Y][X[

Z
k

Y
j

X
iijk uuuumln +++=                                               (3.5) 

โดยตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณนี้มีไดเพยีงตวัแบบเดยีวเทานั้น ไมมีตัวแบบยอย 
และตัวแปรแตละคูเปนอิสระตอกันแบบมเีงือ่นไขและเปนอิสระตอกันแบบชายขอบดวย 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = kji p̂p̂p̂n ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ⋅⋅⋅⋅⋅⋅

n
n

n
n

n
n

n kji
2

kji

n
nnn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณคือ 
2lcr)1l()1c()1r(1 −++=−+−+−+ ตัว 

 
3.  ตัวแบบความเปนอิสระรวม (Models of joint independence) 
โดยตัวแบบความเปนอิสระรวมนี้ มีตัวแบบยอย ไดแก 

1) ตัวแบบที่ปจจยั Z เปนอิสระรวมกับปจจัย X และ Y 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XY][Z[
XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=                                   (3.6) 

คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = kij p̂p̂n ⋅⋅⋅=  

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ⋅⋅⋅

n
n

n
n

n kij

n
nn kij ⋅⋅⋅=  

จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1lrc)1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
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2) ตัวแบบที่ปจจยั Y เปนอิสระรวมกับปจจัย X และ Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XZ][Y[

                                     (3.7) XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = ⋅⋅⋅= jki p̂p̂n  
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ⋅⋅⋅

n
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n
n

n jki

n
nn jki ⋅⋅⋅=  

 
จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1crl)1l)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
 

3) ตัวแบบที่ปจจยั X เปนอิสระรวมกับปจจัย Y และ Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][X[

                                     (3.8) YZ
jk

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuumln ++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 

ijkijk p̂nm̂ = ⋅⋅⋅= ijk p̂p̂n  
 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ⋅⋅⋅

n
n

n
n

n ijk

n
nn ijk ⋅⋅⋅=  

  
จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

1rcl)1l)(1c()1l()1c()1r(1 −+=−−+−+−+−+  ตัว 
 

4.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข (Models of conditional independence) 
โดยตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไขนี้ มีตัวแบบยอย ไดแก 

1) ตัวแบบที่ตัวแปร X และ Y เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร Z 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XZ[

                          (3.9) YZ
jk

XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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ijkijk p̂nm̂ = ⎟⎟
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1cr(l)1l)(1c()1l)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 

2) ตัวแบบที่ตัวแปร X และ Z เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร Y 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XY[

                        (3.10) YZ
jk
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ij

Z
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Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1lr(c)1l)(1c()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 
 
3) ตัวแบบที่ตัวแปร Y และ Z เปนอิสระตอกันอยางมีเงื่อนไขในตัวแปร X 

 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]XZ][XY[

                        (3.11) XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuumln +++++=

 
คาประมาณของความถี่คาดหวังสําหรับตวัแบบในกรณนีี้ คือ 
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จํานวนพารามเิตอรที่ไมทราบคาทั้งหมดของตัวแบบ ในกรณีนี้คือ 

)1lc(r)1l)(1r()1c)(1r()1l()1c()1r(1 −+=−−+−−+−+−+−+  ตัว 
 

5.  ตัวแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน (Mutual dependence) 
 เราจะใชสัญลักษณ แทนตวัแบบ ซ่ึงแสดงในรูปของพารามิเตอรไดดังนี้ ]YZ][XZ][XY[

                          (3.12) YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijk uuuuuuumln ++++++=

 
เนื่องจากตวัแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกันเปนรูปแบบเปด (No closed-form) 

ซ่ึงเปนตัวแบบที่ไมมีรูปแบบที่แนนอน การคํานวณคาคาดหวังจึงเปนกรณีพเิศษ ซ่ึงสามารถศึกษา
เพิ่มเติมไดจากหนังสือ Categorical Data Analysis ของ Agresti.(2002) 

 
ตัวพยากรณเชงิเสนของตัวแบบลอกลิเนียรเชิงชั้นขางตน มีโครงสรางคลายตัวแบบสําหรับ

การวิเคราะหความแปรปรวนแบบแฟคทอเรียล 3 ทาง เทอม , ,  ในตัวแบบ  
นั้นเปรียบเสมอืนอิทธิพลหลัก สวนเทอม  เปนเทอมของอิทธิพลรวมของ 2 ตัวแปร 
และ เทอม  เปนเทอมของอิทธิพลรวมของ 3 ตัวแปร 

X
iu Y

ju Z
ku )mln( ijk

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij uuu ,,

XYZ
ijku

 
3.2.1.5  การตีความหมายของตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงซอนสําหรับตารางการณจรสามทาง 
 การตีความหมายของตัวแบบขางตน ตองอาศัยเงื่อนไขของการยุบมิติในหัวขอ 3.2.1.3 เรา
จึงจะสามารถทราบถึงคุณสมบัติตางๆ ของตัวแบบล็อกลิเนียรเชิงชั้นของตารางสามทาง นอกจากนี้
ยังสามารถตีความหมายของตัวแบบโดยใชตัวแบบโลจิทที่สอดคลองกันดวย เชน Agresti (2002) 
ไดตีความหมายของตัวแบบตอไปนี ้
 

1.  ตัวแบบเตม็รูป [XYZ] 

เปนตัวแบบลอกลิเนียรทัว่ไปสําหรับตารางการณจรสามทาง ซ่ึงประกอบดวยอิทธิพลของ
ตัวประกอบ 3 ตัว ตัวแปรแตละคูอาจจะไมเปนอิสระแบบมีเงื่อนไขตอกัน และอัตราสวนออดสของ
แตละคูอาจแตกตางกันไปตามตัวแปรทั้ง 3 ตัวแบบ [XYZ] นี้อธิบายเซตของ  ทั้งหมดที่มีคา
มากกวาศูนย โดยการตีความหมายของพารามิเตอรจะตางกันออกไปบาง คือ 

ijkm
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โดยที่เทอมของ 2 ตัวประกอบ คือ ล็อกของอัตราสวนออดสสําหรับผลคูณของชองใน

ระดับตนของทุก ตัวแปร สวนเทอมของ 3 ตัวประกอบ คือ ล็อกของอัตราสวนระหวางอัตราสวน
ออดส (Log of Ratios of Odds Ratios) โดยพารามิเตอรทั้งหลายสอดคลองกับเงื่อนไขของ 

0uu...uuuuu XYZ
rcl
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ijl
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Z
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Y
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X
i ========  

 
2.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางสมบูรณ [X][Y][Z]  

เปนตัวแบบทีต่ัวแปรทั้ง 3 เปนอิสระตอกนั มีผลทําใหตัวแปร Y เปนอิสระรวมกับตัวแปร 
Z ตลอดจนตวัแปร X และตัวแปร Y จะเปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข นั่นคือ ตวัแปรแตละคูเปน
อิสระตอกันแบบมีเงื่อนไขและเปนอิสระตอกันแบบชายขอบดวย เพราะฉะนัน้ ความเปนอิสระตอ
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กันแบบชายขอบ จึงหมายความวามีความเปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข ตัวอยางเชน ความสัมพันธ
แบบชายขอบ X–Y เปนอันเดียวกัน (Identical) กับความสัมพันธบางสวน (เมื่อกําหนด Z) ซ่ึงเปน
เพราะวา Z เปนอิสระตอกันแบบมีเงื่อนไขกับ X (เมื่อกําหนด Y) หรือเพราะวา Z เปนอิสระตอกัน
แบบมีเงื่อนไขกับ Y (เมื่อกําหนด X) ดวยก็ได 
 สมมติวา Y เปนตัวแปรตามแบบ Binary ดังนั้นตวัแบบ (3.5) จะมีโลจิทบน Y เทากบั 
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สําหรับเงื่อนไขของผลรวมเปนศูนย จะไดวา 
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และ ( )Y
1u2exp  คือ ออดส ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

k2i

k1i

m
m  สําหรับแตละหมวดหมูของ X และ Z 

สวนในกรณีที ่เมื่อ Y มี  ระดับจะไดวา 2>c
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หมายความวายิ่งคาของ  มีคาสูงขึ้น จะมีหนวยที่ถูกจัดอยูในระดับที่ j ของ Y มากขึน้ Y

ju
 

3.  ตัวแบบความเปนอิสระรวม [Z][XY], [Y][XZ], [X][YZ] 

เปนตัวแบบทีม่ีตัวแปรเพยีงคูเดียวที่ไมเปนอิสระแบบมเีงื่อนไข เชนจากตัวแบบ (3.7) ซ่ึงมี
สัญลักษณคือ [Y][XZ] หมายความวา Y เปนอิสระรวมกับ X และ Z ดังนั้นจะไดวา Y และ X 
เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข (เมื่อกําหนด Z) ในทํานองเดียวกัน Y และ Z เปนอิสระตอกันแบบ
มีเงื่อนไข (เมือ่กําหนด X) ดังนั้น สัญลักษณของตวัแบบ (3.7) จึงแสดงความสัมพนัธแบบมีเงื่อนไข
ของ X และ Z โดยพิจารณาจากเทอม   XZ

iku
 
สําหรับตัวแบบ (3.7) จะหมายรวมถึงวา Y เปนอิสระตอกันกับ X และ Z ในตารางแบบ

ชายขอบ X–Y และตารางแบบชายขอบ Y–Z ดวย นอกจากนีด้วยเงื่อนไขของการยุบได ยังแสดง
ถึง อัตราสวนออดสแบบชายขอบ X–Z (The X–Z Marginal Odds Ratios) เทากับอัตราสวน
ออดสแบบชายขอบ X–Z (The X–Z Partial Odds Ratios) เพราะวา Y เปนอิสระกันกับ X (เมื่อ
กําหนด Z) หรือ Y เปนอิสระกันกับ Z (เมื่อกําหนด X)  
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 โลจิทของ Y สําหรับตัวแบบ [Y][XZ] จะเทากนักบัโลจิทของ Y สําหรับตัวแบบ 
[X][Y][Z] และความเปนอสิระรวมของ Y กับ (X และ Z) จะหมายถึงโลจิทของ Y เทากันในทกุ
หมวดหมูของ X และ Z ดวย 

 
4.  ตัวแบบความเปนอิสระอยางมีเงื่อนไข [XY][YZ], [XY][XZ], [XZ][YZ] 

เปนตัวแบบทีม่ีตัวแปรเพยีงคูเดียว ที่เปนอิสระแบบมีเงือ่นไข เชน จากตัวแบบ (3.9) ซ่ึงมี
สัญลักษณคือ [XZ][YZ] หมายความวาตัวแปร X และ Y เปนอสิระตอกันแบบมีเงื่อนไข (เมื่อ
กําหนด Z) โดยมีพารามิเตอร  และ  แทนความสัมพันธบางสวนของ X – Z และ Y – Z 
ตามลําดับ 

XY
iju YZ

jku

 ในหวัขอ 3.2 มีขอสังเกตวา X และ Y อาจจะขึ้นอยูตอกันแบบชายขอบ ทั้งๆ ที่เปนอิสระ
ตอกันแบบมเีงือ่นไข ซ่ึงเปนผลมาจากเงือ่นไขการยุบตวัแปร เพราะวา Z ไมเปนอิสระแบบมี
เงื่อนไขกับทั้ง X และ Y อยางไรก็ตาม ตารางแบบชายขอบ X – Z และตารางแบบชายขอบ Y – Z 
ตางมีอัตราสวนออดสเทากนักับตารางบางสวน เพราะวา X และ Y เปนอิสระตอกันแบบมีเงื่อนไข 

 สําหรับตัวแบบ (3.9) ถา Y เปน Binary และมีโลจิทเทากับ 
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 ภายใตเงื่อนไขของผลรวมเปนศูนยจะไดโลจิทเทากับ  และรูปแบบของโลจิท
คือ  โดยที่  แทนอิทธิพลที่ k ของ Z ของโลจิทของ Y (นั่นคือ ) และ 

 ดังนั้น โลจิทขางตนจะขึน้อยูกับระดับที่ k ของ Z (ดวยเทอมความสัมพันธของ Y และ 
Z) แตจะไมขึน้อยูกับระดับที่ i ของ X 

YZ
k2

YZ
k1 uu +

Z
kβ+α

YZ
k1u2 Z

k
YZ
k1u2 β=

α=Y
1u2

 อนึ่ง ตัวแบบ [XZ][YZ] เปนตัวแบบทีสํ่าคัญตรงที่ ถาตัวแปร Z เปนตัวแปรทีส่ามารถ
ควบคุมได ความสัมพันธระหวาง X และ Y จะไมจริงนัน่เอง 

 
5.  ตัวแบบที่ไมมีตัวแปรคูใดเปนอิสระตอกัน [XY][XZ][YZ] 
เปนตัวแบบที่เทอมความสัมพันธบางสวนปรากฎอยูในแตละคูของตัวแปร ดังนั้น จะไมมี

ตัวแปรคูใดที่เปนอิสระตอกนัแบบมีเงื่อนไข และไมมีเทอมอิทธิพลรวมของ 3 ตัวประกอบ หรือ 3 
ตัวแปร ไมมีเงื่อนไขการยุบตัวแปร ดังนัน้ อัตราสวนออดสแบบชายขอบ อาจมีคาแตกตางจากคา
ของอัตราสวนออดสแบบบางสวนไดในแตละคูของตัวแปร 

 จากตัวแบบ (3.12) แทนตวัแบบ ดวยนิพจนสําหรับ ( )( )kijln θ  ดังนั้น 
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   ( )( ) XY
j,1i

XY
1j,i

XY
1j,1i

XY
ijkij uuuuln ++++ −−+=θ               

(3.13) 
 
เนื่องจากเทอมทางขวาของสมการ (3.13) ไมมีอิทธิพลรวม 3 ตัวประกอบ และมีคาเทาเดิมทุกๆ k 
ดังนั้น 

   ( ) ( ) ( )Kij2ij1ij ... θ==θ=θ   ทุกๆ i และ j 
 
ทํานองเดียวกนั สําหรับอัตราสวนออดสแบบบางสวนอืน่ๆ จะไดวา 
   ( ) ( ) ( )kjik2ik1i ... θ==θ=θ   ทุกๆ i และ k 

และ 

   ( ) ( ) ( ) jkIjk2jk1 ... θ==θ=θ   ทุกๆ j และ k 
 
ซ่ึงหมายความวา เมื่อตวัแบบไมมีอิทธิพลรวมของ 3 ตวัประกอบ ความสัมพันธระหวาง 2 ตวัแปร
จะเทากันในแตละระดับของตัวแปรตวัที่ 3 

 สําหรับ ตัวแบบ [XY][XZ][YZ] เมื่อ Y เปน Binary และภายใตเงื่อนไขของผลรวม
เทากับศูนย จะไดโลจิทเทากบั 
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โดยอยูในรูปแบบ  ซ่ึงขึ้นอยูกับระดับของ X และ Z แตอยูในลักษณะที่เปนผล
มากกวาศูนย (Additive Manner) และหมายความวาอิทธิพลของ X ในโลจิทจะเทากนัในแตละ
ระดับของ Z และอิทธิพลของ Z ในโลจิทจะเทากนัในแตละระดับของ X 

Z
k

X
i β+β+α

 
3.2.2  ตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรท่ีมากกวาสามทาง 
 ถาเรามีความเขาใจเกีย่วกับตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสองทาง (2 มิติ) และ
สามทาง (3 มิติ) แลว ตวัแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรที่มากกวาสามทาง จะมีหลักเกณฑ
ทํานองเดียวกนั โดยขยายจากตารางการณจรสามทาง (Three – Way Contingency Table) ให
เปนตารางการณจรหลายทาง (Multi – Way Contingency Tables)  
 ตัวแบบล็อกลิเนียรแบบมากกวา 3 มิตนิี้ อาจมีปญหาเกีย่วกับอิทธิพลรวมของตัวประกอบ 
(หรือตัวแปรของมิติตางๆ) ซ่ึงเพิ่มจํานวนจากเดิม 3 ตวัประกอบเปนหลายตัวประกอบ นอกจากนี้
การที่จํานวนชองซึ่งเพิ่มตามจํานวนตัวประกอบและระดบัของตัวประกอบเหลานั้น อาจมีผลทําให
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บางชองหรือหลายชองมีจํานวนนับเปนศูนยได อยางไรก็ตามปญหาหลังจะลดนอยลงไดเมื่อใช
ขนาดตัวอยางใหมากพอ แตถายังคงมีปญหาเดิมอยูอีก ใหตรวจสอบคาศูนยดังกลาววามีสาเหตเนือ่ง
มาจากตวัอยาง (Sampling Zeroes) หรือเนื่องมาจากโครงสราง (Structural Zeroes) 
 
3.2.2.1  ตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตารางการณจรสี่ทาง (4 มิติ) 
 กําหนดใหมีตวัแปร 4 ตัว คือ H X Y และ Z โดยที่ตัวแบบของความเปนอิสระอยาง
สมบูรณ แทนดวย [HXYZ] 

 ถาตัวแบบไมมีอิทธิพลรวมของตัวแปร 3 ตัว ซ่ึงจะทําใหไมมีอิทธิพลรวมของตัวแปร 4 ตัว
ดวย จะมตีัวแบบเปน 
  

HZ
hk

HY
hj

HK
hi

Z
k

Y
j

X
i

H
hhijk uuuuuuuu)mln( +++++++= YZ

jk
XZ
ik

XY
ij uuu +++  

 
ซ่ึงแทนดวย [HX][HY][HZ][XY][XZ][YZ] โดยตัวแปรแตละคูจะเปนอิสระกันแบบมีเงื่อนไข 
(เมื่อกําหนดตวัแปร 2 ตัวอ่ืน) เชน ถา  สําหรับทุกๆ j และ k แลว Y และ Z จะเปนอิสระ
ตอกันแบบมเีงือ่นไข ณ แตละหมวดหมูของระดับของ H และ X เปนตน ดังนั้นการเปนอิสระตอ
กันแบบมเีงื่อนไขของตัวแปรคูใด หมายความวา จะไมมีเทอมอิทธิพลรวมของตัวแปรคูนั้นๆ เพราะ
มีคาเปนศูนยไป 

0u YZ
jk =

 ตัวอยางของตวัแบบที่มีอิทธพิลรวมของ 3 ตัวประกอบ เชน [HXY][HZ][XZ][YZ] แต
ละคูของตัวแปรไมเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไข ณ แตละระดับของ Z ความสัมพันธระหวาง H 
กับ X หรือ H กับ Y หรือ X กับ Y จะเปลี่ยนไปตามระดับของตัวแปรที่เหลือ (พิจารณา HXY) 
และความสัมพันธบางสวนระหวาง Z และตัวแปรอื่นจะคงที่หรือเทากันในแตละหมวดหมูของ
ระดับตางๆ ของตัวแปรอื่นๆ อีก 2 ตัว (พจิารณา HZ, XZ, YZ) 
 
3.2.2.2  การยุบมิต ิ
 การวิเคราะหตารางการณจรหลายทางจะเปนไปโดยงายขึ้น เมื่อสามารถยุบมิติหนึ่งหรือ
หลายมิติของตวัแปร ดังทีก่ลาวในกรณี 3 มิตินั้น การยุบมิติตองอยูภายใตเงื่อนไขความพอเพยีง
ตางๆ ดวย ซ่ึงกรณีของตารางหลายมิติก็เชนกัน โดยอาศัยเงื่อนไขตามที่ Bishop et, al. (1975) 
(อางถึงใน Agresti: 2002) แสดงไว กลาวคือ 

 สมมติใหตัวแปรในตาราง S มิติถูกแบงออกเปน 3 กลุม แบบไมมสีวนรวมระหวางกลุม 
(Three Mutually Exclusive Groups) ถาทุกๆ เทอมของตัวแบบที่เชื่อม (Link) ตัวแปรจากกลุม
ที่หนึ่งกับตวัแปรจากกลุมทีส่องมีคาเทากับศูนย ดังนั้นเทอมของตัวแบบระหวางตัวแปรสําหรับ
กลุมที่หนึ่งจะไมเปล่ียนแปลง เมื่อมีการยุบตารางภายใตตวัแปรกลุมที่สอง 

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d

ÅÔ¢ÊÔ·¸Ô ìÁËÒÇÔ·ÂÒÅÑÂàªÕÂ§ãËÁè
Copyright  by Chiang Mai University
A l l  r i g h t s  r e s e r v e d



 47

 ตัวอยางเชน ตารางที่ 4 มิติ ใหตัวแปร A และ B ประกอบกันเปนกลุมของตัวแปรกลุมที่ 1 
และ C เปนกลุมที่ 2 สวน D เปนกลุมที่ 3 ถาเทอม  และ  มีคาเปนศูนย ความสมัพันธ
บางสวนของ AB (AB Partial Association) จะยังคงเทาเดิมเมื่อมกีารยุบตารางภายใตตัวแปร C 
ซ่ึงเกิดขึ้นไดสําหรับตัวแบบ [ABD][CD] ในกรณีอ่ืน เชนสมมติให A และ B อยูในกลุมที่ 1 C 

และ D อยูในกลุมที่ 2 สวนกลุมที่ 3 เปนกลุมวางเปลา สําหรับตัวแบบ [AB][CD] ความสัมพันธ
บางสวนของ AB ยังคงเทากับความสัมพนัธแบบชายขอบของ AB 

AC
hju BC

iju

 ผลดังกลาวขางตน สามารถใชไดกับกรณีของตัวแปรหนึ่งๆ ที่เปนอิสระตอกันกบัตัวแปร
อ่ืนๆ ที่เหลือก็สามารถยุบตารางภายใตตัวแปรตัวนัน้ โดยไมกระทบกระเทือนตอเทอมของตัวแบบ
เทอมอื่นๆ ดวย เชน ความสัมพันธของ A B และ C ในตัวแบบ [AB][AC][BC][D] จะยังคงเทา
เดิมกับความสัมพันธที่อยูในตัวแบบ [AB][AC][BC จึงสามารถยุบมิติของ D ได 
 เปนที่นาสังเกตวา ถาปรากฎเทอมอิทธิพลระหวางตัวประกอบ 2 ตวัทกุคูขึ้นในตวัแบบหนึ่ง
แลว การยุบมติิภายใตตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งอาจจะมีผลทําใหอิทธิพลดังกลาวเปลีย่นแปลงได เชน 
ตัวแบบ [AB][AC][AD][BC][BD][CD] แตละคูของตัวแปรอาจจะมีความสัมพนัธบางสวน และ
ความสัมพันธแบบชายขอบที่แตกตางกันนั่นเอง จึงไมควรมีการยุบมิตใินกรณีเชนนี ้
 
3.2.2.3  ความสอดคลองของตัวแบบล็อกลิเนียรกับตัวแบบโลจิท 

 ในการประยุกตกับงานตางๆ นั้น ตวัแบบล็อกลิเนียรที่นาํไปใชยังไมกวางขวาง มเีพยีงเซต
ยอยของตวัแบบล็อกลิเนียรเทานั้นที่ผูวิจยัใชงานกนั เชนการที่งานวจิัยสวนใหญเนนที่ความแตกตาง
ระหวางตัวแปรอิสระและตัวแปรตาม การสรางตัวแบบที่แสดงอิทธิพลระหวางตวัแปรอิสระและตัว
แปรตามจึงมีความสําคัญ และมีการใชมากกวาการสรางตัวแบบที่แสดงความสัมพันธระหวางตัว
แปรอิสระตางๆ เซตยอยของตัวแบบล็อกลิเนียรที่สอดคลองกับวัตถุประสงคดังกลาวนี้ คือ ตัวแบบ
ที่สมมูลกับตัวแบบโลจิทสําหรับตัวแปรตาม เพราะโครงสรางของตัวแบบล็อกลิเนียรนั้น ไดรวม
โครงสรางของตัวแบบโลจทิสําหรับความสัมพันธระหวางตัวแปรตามและตัวแปรอิสระไวดวย เชน 
ในกรณีของตารางขอมูลขนาด 2cr ××  จะสามารถสรางตัวแบบล็อกลิเนียรที่สอดคลองกับตัว
แบบโลจิทไดดังนี ้
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⎛                 (3.14) 

 
 ซ่ึงเปนตัวแบบที่มีตัวแปรตาม Y มีความสัมพันธกับตัวประกอบ A และ B โดยอิทธิพล
ของแตละตัวประกอบจะเทากันในทุกระดับของอีกตัวประกอบหนึ่ง สวนตัวแบบล็อกลิเนียรของ
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ตารางขนาด  จะรวมเทอมความสัมพันธตางๆ คือ  และ  หรือเขียนใหมเปนตัว
แบบ [AB][AY][BY] ซ่ึงเปนตัวแบบล็อกลิเนียรที่มีความสอดคลองกับตัวแบบ (3.14) โดยที่ Y มี 
2 ระดับ สวน A และ B มี r และ c ระดับ ตามลําดับ 

2cr ×× AY
iku BY

jku

 
การพิสูจน ตัวแบบ (3.14) 
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เนื่องจากเงื่อนไข 0uuu

k

BY
ik

k

XY
ik

k

Y
k === ∑∑∑  และ Y มี 2 ระดับ 

 
 ∴     ,  และ  Y

2
Y
1 uu −= AY

2i
AY
1i uu −= BY

2j
BY
1j uu −=

 
ดังนั้น รูปแบบของโลจิทจึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 
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ซ่ึงมีรูปแบบเดยีวกันกับตวัแบบ (3.14) คือ 
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โดยที่     เทอม  แทนอิทธิพลที่ i ของ A ในตัวแบบโลจิทของ Y (นั่นคอื ) AY

1iu2 A
iβ

              เทอม  แทนอิทธิพลที่ j ของ B ในตัวแบบโลจิทของ Y (นั่นคอื ) BY
1ju2 A

jβ

              เทอม  แทน Y
1u2 α  
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สําหรับเทอม  ซ่ึงแทนความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระนั้น ไดตัดกนัหมดในเทอม
ผลตางของลอการิทึมที่กําหนดโดยโลจิท ตัวแบบโลจทิจึงไมรวมสารสนเทศเกี่ยวกับความสัมพนัธ
ระหวางสองตวัประกอบดังกลาว 

AB
iju

 ในกรณีของตารางที่ 4 มิติ ที ่Y เปนตวัแปรตามแบบ Binary และมีตวัประกอบ 3 ตัว คือ 
A B และ C ตวัแบบโลจิทของกรณี 4 มิตนิี้จะมีรูปแบบทํานองเดียวกนักับ (3.14) คือ 
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เปนตัวแบบทีร่วมเทอมอิทธิพลหลักของตัวแปรตางๆ แตไมรวมเทอมอิทธิพลรวม ตัวแบบ

(3.15) จึงสอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียรที่ประกอบดวยเทอมอทิธิพลรวมของตัวแปรอิสระ
ทั้งหมดและเทอมความสัมพันธระหวางแตละตัวแปรอิสระกับตัวแปรตาม นั่นคือ ตัวแบบ 
[ABC][AY][BY][CY] สวนตัวแบบทัว่ไปของตัวแบบ (3.15) ทีร่วมเทอม  หรือเทอม
ความสัมพันธระหวาง 2 ตัวแปรอิสระ และตวัแปรตามจะสอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียร 
[ABC][ABY][CY] ที่มีอิทธิพลรวมระหวาง A และ B บนตวัแปร Y นอกจากนี้ กรณพีิเศษของ
ตัวแบบ (3.15) ซ่ึงมี  ทุกๆ j ก็สอดคลองกับตัวแบบล็อกลิเนียร [ABC][AY][BY] ที่มี
ความเปนอิสระตอกันแบบมเีงื่อนไขระหวาง Y และ C เมื่อกําหนด A และ B  

AB
hiβ
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 สรุป ถาพิจารณาตัวแปรตาม ตัวแบบล็อกลิเนียรจะสอดคลองกับตัวแบบโลจิทสําหรับตัว
แปรตามนั้นๆ ถาตัวแปรตามมีมากกวา 2 กลุม ตัวแบบล็อกลิเนียรทีเ่กี่ยวของจะสอดคลองกับ ตัว
แบบโลจิทที่วางนัยทัว่ไป (Generalized Logit Models) สวนตวัแบบล็อกลิเนียรโดยทัว่ไปไม
จําเปนตองคํานึงถึงตัวแปรใดตัวแปรหนึ่งเปนตัวแปรตาม โดยที่ลักษณะที่ศกึษา คอื ตัวแปรหรือตัว
ประกอบที่กําลังวิเคราะหอยูนั้น มีลักษณะเชิงกลุมที่เปนความสําคัญสําหรับกรณีตวัแบบโลจิทที่วาง
นัยทัว่ไป เมื่อมีการกําหนดตัวแปรเชิงกลุมตัวใดเปนตวัแปรตาม 
 
3.3 ตัวแบบล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับ  (Ordinal Log-linear Model) 

ตัวแบบล็อกลิเนียรที่กลาวมาขางตนนั้น เปนตัวแบบที่ไดจากการวิเคราะหตวัแปรเชงิกลุม
โดยที่ไมไดใหความสําคัญกับอันดับ (Order) ของตัวแปร แตถาผูวิจยัใหความสนใจกับอันดับของ
ตัวแปรเชิงกลุมนั้น การวิเคราะหขอมูลที่ตัวแปรถูกจัดเปนกลุมแบบมีลําดับในตารางกาณจรก็จะ
แตกตางไปจากการวิเคราะหที่ผานมา ซ่ึงไมไดใหความสาํคัญกับอันดับของตัวแปรเชงิกลุม 

การวิเคราะหล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับ สามารถวิเคราะหไดในกรณีที่ตัวแปรตัง้แตหนึ่ง
ตัวขึ้นไปเปนมาตรเรียงลําดบั โดยขอมูลของตัวแปรตองมีการจัดเรยีงกันตามธรรมชาติ เชน อายุ 
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ความดันเลือด หรือระดับอาการของโรค เปนตน ดงันั้นจึงอาจนําตัวแปรมาตรเรียงอันดับเขามา
ศึกษากับตวัแปรมาตรนามบัญญัติหรือ เปนการศึกษาในตัวแปรที่เปนมาตรเรียงอันดับทั้งหมดกไ็ด 
ซ่ึงตัวแบบล็อกลิเนียรมาตรเรียงลําดับจะแตกตางจากตัวแบบล็อกลิเนียรสําหรับตัวแปรเชิงกลุม
มาตรนามบัญญัติ ตรงที่มีการศึกษาถึงตัวแบบเกี่ยวเนื่องเพิ่มขึ้น  

สําหรับกรณีตารางการณจรสองทาง แทนที่จะวิเคราะหขอมูลดวยตวัสถิติไคสแควร เรา
สามารถใชการวิเคราะหการถดถอย เขามาชวยในการวิเคราะหขอมูลในตารางการณจรที่มีตวัแปร
เชิงกลุมแบบเรียงอันดับโดยการใหคะแนน (Score) แกกลุมของตัวแปรเชิงกลุม โดยคํานึงถึงอันดบั
กอนหลัง สวนกรณีตารางการณจรหลายทาง อาจใชการวิเคราะหโดยอาศัย ตัวแบบความสัมพันธ
แบบ Linear-by-Linear ตัวแบบ Row Effect และตัวแบบ Column Effect เปนตน 

 
3.3.1 ตัวแบบความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear  

คือตัวแบบที่สรางขึ้นเพื่อใชแสดงความสมัพันธระหวางตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับสอง
ตัว สําหรับตารางการณจรสองทาง ซ่ึงตัวแปรที่ศึกษาทัง้สองตัวเปนตวัแปรมาตรเรียงลําดับ โดยจะ
กําหนดให  แทนคะแนนของระดับการแปรคาที่ใหแกกลุมในแถวที่  เมื่อ และ  
แทนคะแนนของระดับการแปรคาที่ใหแกกลุมในสดมภที่  เมื่อ 

iv i r,...,2,1i = jw

j c,...,2,1j =  ในการกําหนด
คะแนนในแถวแตละแถวและสดมภแตละสดมภนั้น จะกําหนดใหคะแนนของแถวระดับ (กลุม) ที่ 1 
นอยกวาคะแนนในแถวระดบัที่ 2 นอยกวาคะแนนในแถวที่ 3 ไปจนกระทั่งนอยกวาคะแนนในแถว
ที่ r  นั่นคือ r21 v...vv ≤≤≤ และ คะแนนในสดมภที่ 1 นอยกวาคะแนนในสดมภที่ 2 นอยกวา
คะแนนในสดมภที่ 3 ไปจนกระทั่งนอยกวาคะแนนในสดมภที่ นั่นคือ  ตัว
แบบที่ไดจะมรูีปแบบคลายกับตัวแบบล็อกลิเนียรทัว่ๆ ไป แตจะมีเทอมของ และ  เพิ่ม
ขึ้นมาโดยมีตวัแบบดังนี ้

c c21 w...ww ≤≤≤

iv,β jw

ji
Y
j

X
iij wvuuu)mln( β+++=               (3.15) 

 
ถา ตัวแบบ (3.15) จะเปนตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน และเนื่องจากคา  และ

แทนอิทธิพลที่คงที่ของตัวแบบนี้ จึงมีพารามิเตอร 
0=β iv jw

β  ซ่ึงเปนเทอมเกีย่วเนื่อง (Association term) 
เพิ่มจากตวัแบบที่เปนอิสระตอกัน ดังนัน้ภายใตเงื่อนไข  จะไดจํานวนองศา

ความเปนอิสระลดลงไป 1 ตัวจากตัวแบบที่เปนอิสระตอกัน จึงทําใหจํานวนองศาความเปนอิสระ
เทากับ 

0uu
c

1j

Y
j

r

1i

X
i == ∑∑

==

crrc1)1c)(1r( −−=−−−  และจะพบวาในตวัแบบ (3.15) จะมีพารามิเตอร  เพียงตัว
เดียวที่ใชอธิบายความสัมพนัธของตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับทั้งทางแถวและทางสดมภ โดยไม
คํานึงถึงจํานวนแถวและจํานวนสดมภของตารางการณจร สําหรับเทอม  ซ่ึงเปนสวนที่

β

ji wvβ
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แตกตางกันระหวางตวัแปรตวัแบบที่เปนอสิระตอกันกับตัวแบบ (3.15) นั้น จะอยูในรปูแบบเชิงเสน
ในแตละตัวแปร กลาวคือ เปน Linear in X for Fixed Y และเปน Linear in Y for Fixed X จึง
เรียกตวัแบบ (3.15) วา ตวัแบบความสัมพนัธแบบ Linear-by-Linear 

การตีความหมายเกีย่วกับขนาดของ β  สามารถทําไดในเทอมของอัตราสวนออดส โดย
พิจารณาในกรณีที่แถวที่  กับสดมภที่ ba < dc<  ในแตละคูของตารางการณจร ดวยตวัแบบ
ความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear พบวา 

 

)ww)(vv(
m̂m̂
m̂m̂

ln cdab
bcad

bdac −−β=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
สําหรับการตีความหมายของ β  สามารถสรุปไดดังนี ้
1. ถา β  มีคาเขาใกล 0 ตัวแปรกลุมทั้งสองเปนอิสระตอกันเชงิเสน (แตตัวแปรทั้งสองตัว

นั้นอาจมีความสัมพันธกันแบบ Nonlinear) 
2. ถา β > 0 คาดไดวา ควรมีคาสังเกตที่เพิ่มขึน้ในชองที่ตวัแปรทั้งสองมีคะแนนเพิ่มมาก

ขึ้นหรือในทางตรงกันขามคาสังเกตที่ลดลงในชองที่ตัวแปรทั้งสองมีคะแนนนอยลง 
3. ถา β < 0 คาดไดวา ควรมีคาสังเกตที่เพิ่มขึน้ในชองที่ตวัแปรหนึ่งมีคะแนนเพิ่มมากขึ้น

ในขณะที่อีกตวัแปรหนึ่งมีคะแนนลดลง 
 
Birch, Goodman และ Habereman (อางใน Agresti, 1984) ไดกําหนดตวัแบบล็อก

ลิเนียรสําหรับตัวแปรมาตรเรียงลําดับในเทอมของ )1c)(1r( −− ในการคํานวณหาคาอัตราสวน
ออดสวา 

 

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=θ

++

++

j,1i1j,i

1j,1iij
ij m̂m̂

m̂m̂
 

 
จะไดวา   )ww)(vv()ln( j1ji1iij −−β=θ ++  
 

ในกรณีที่ใชสําหรับแถวและสดมภที่ติดกัน เมื่อ 1ri1 −≤≤  และ 1cj1 −≤≤  
Goodman กลาววาตวัแบบเกี่ยวเนื่องนี้จะไดคา ijθ  ทุกตัวที่มีคาเทากันนัน่คือชวงหางของคะแนน
ที่เทากัน ( 1rr2312 vv...vvvv −−==−=−  และ 1cc2312 ww...wwww −−==−=− ) 
มีผลทําให  ทุกตัวมีคาเทากนั ijθ
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3.3.2 ตัวแบบ Row Effect  และ ตัวแบบ Column Effect 

Goodman, Haberman และ Simon (อางใน Agresti, 1984) เปนผูพัฒนาตัวแบบ Row 

Effect  และ ตวัแบบ Column Effect โดยการใชตัวแบบ Row Effect ในการวิเคราะห
ความสัมพันธนั้น เปนการพิจารณาการจดัลําดับของตัวแปรทางสดมภเทานัน้ โดยไมพิจารณาการ
จัดลําดับของตวัแปรทางแถว เร่ิมตนดวยการใหคะแนน c21 w...ww ≤≤≤  แกกลุมของตวัแปร
เชิงกลุมที่เรียงลําดับกันทางสดมภ สวนทางดานแถวเปนตัวแปรเชิงกลุมแบบนามบญัญัติ จึงไมตอง
มีการใหคะแนนเหมือนทางสดมภ จากความสัมพันธแบบ Linear-by-linear ของตัวแบบ (3.15) 
จะแทนที่เทอม ivβ  ดวยพารามเิตอรที่ไมมีลําดับ คือ iυ  ซ่ึงเรียกวา Row Effect ดังนั้นจะไดตวั
แบบ ดังนี ้

   

ji
Y
j

X
iij wuuu)mln( υ+++=                (3.16) 

 

ภายใตเงื่อนไข  ตัวแบบ (3.16) จะมีจํานวนพารามิเตอร

มากกวาตัวแบบที่เปนอิสระกันอยู 

0uu
r

1i
i

c

1j

Y
j

r

1i

X
i =υ== ∑∑∑

===

1r −  ตัว ดงันั้นตัวแบบความสัมพันธแบบ Linear-by-Linear 
จึงเปนกรณีพิเศษของตัวแบบ Row Effect เมื่อ ii vβ=υ  

เทอมของอัตราสวนออดส สําหรับแถวที่ h กับ i และสดมภที่ j กับ j+1 จะอยูในรูปแบบ 
 

hi
ij1j,h

1j,ihj

m̂m̂
m̂m̂

ln υ−υ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+  

 
 โดยที่เทอมของอัตราสวนออดสจะมีคาเทากันทั้งหมด 1c −  คูของสดมภที่อยูติดกนั ซ่ึง
เทอม  จะอธิบายความแตกตางในแถวที่ h กับ i hi υ−υ
 
 สวนตัวแบบ Column Effect ก็จะใชหลักการเดยีวกับการสรางตัวแบบ Row Effect แต
กําหนดใหตัวแปรทางแถวเปนตัวแปรเชิงกลุมแบบเรียงลําดับ และใหคะแนน r21 v...vv ≤≤≤

แกกลุมของตวัแปรที่เรียงลําดับกันทางแถว สวนตัวแปรทางสดมภเปนตวัแปรเชิงกลุมแบบนาม
บัญญัติ สวนพารามิเตอรที่ไมมีการลําดับ แทนดวย jκ  ซ่ึงเรียกวา Column Effect จะไดตัวแบบ
ดังนี ้

 
ji

Y
j

X
iij vuuu)mln( κ+++=  
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3.4 การประมาณคาพารามิเตอร 
การประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบเชิงเสน โดยทัว่ไปนิยมใชวิธีภาวะนาจะเปนสูงและ

วิธีกําลังสองนอยที่สุดแบบถวงน้ําหนัก (Weighted Least Squares) แตในบางครัง้ก็ไมสามารถใช
การประมาณดงักลาวไดโดยตรง เนื่องจากสมการปกติที่พบอาจเปนสมการไมเชิงเสน (Nonlinear 
Equation) จึงตองใชวิธีแกสมการไมเชงิเสนแบบมีกระบวนการยอนซ้ํา เรียกวา การประมาณ
คาพารามิเตอรโดยวิธีภาวะนาจะเปนสูงสุดแบบยอนซ้ํา (Iterative Maximum Likelihood 

Estimation) ซ่ึงเปนวธีิที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบในกลุมเอ็กโพเนนเชยีล 
(Exponential Family Models) ที่ไดมกีารประยกุตใชเทคนิคการวิเคราะหตัวเลข (Numerical 

Analysis) มาชวยในการหาตัวประมาณของพารามิเตอรที่ใชกระบวนการยอนซ้ํา และเมื่อนํามาใช
รวมกับวิธีภาวะนาจะเปนสูงสุดดวย ทําใหเปนวิธีที่มีประสิทธิภาพมากขึ้น  

กระบวนการยอนซ้ํามีหลายวิธี แตในการศึกษาครั้งนี ้ จะกลาวถึงวิธีนิวตนั – รัฟสัน 
(Newton – Raphson Method) เพยีงวิธีเดียว โดยมีรายละเอียดดังนี ้

 
กระบวนการยอนซ้ํานิวตัน – รัฟสัน (Newton – Raphson)  

 สมการที่ใชคือ สมการภาวะนาจะเปน (Likelihood Equation) ของการประมาณ
คาพารามิเตอรที่ทําใหฟงกชันภาวะนาจะเปน (Likelihood Function) หรือฟงกชันล็อกภาวะนาจะ
เปน (Log – Likelihood) มีคาสูงสุด โดยเริ่มตนจากการเดาคาประมาณ (อาจเปนคาเฉลี่ยหรือ
คามัธยฐาน) ทีท่ําใหล็อกของฟงกชันภาวะนาจะเปนมีคาสูงสุด และนําไปใชในกระบวนการยอนซ้ํา
คร้ังที่ 1 โดยมีหลักเกณฑดังนี้ 
 

ให   ⎟⎟
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ให H แทนเมตริกของอนุพนัธอันดับสองของ L และมีสมาชิกเปน 
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ให และ)(sL )(sH แทนเทอมของ L และ H ของการประมาณคา β  คร้ังที่ s หรือ ตามลําดับ 

เมื่อ s = 1, 2, … และในการยอนซ้ําของขั้นตอนที่ s พิจารณาใหเทอม ใกลเทอม  
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ณ ในรูปแบบของเทเลอรโพลิเนเมียล (Taylor polynomial) กําลังที่ 2 รอบ คา  ซ่ึงมี

รูปแบบดังนี ้
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−β=β                                                                      (3.17) 
 
 ใหคาเดาเริ่มตน คือ  ซ่ึงอาจใหเทากับคาประมาณ  ของการวิเคราะหการถดถอยเชิง

เสนที่ใชหลักของ Ordinary Least Square (OLS) แลวนําไปแทน  ในสมการ (3.17) และ

คํานวณคาทางขวามือของสมการใหม เพื่อใชสําหรับในกระบวนการยอนซ้ําครั้งตอไป นั่นคือการ
ยอนซ้ําครั้งตอไปจะมีลักษณะเปน 
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 กระบวนการยอนซ้ําจะทําเชนนี้ไปเรื่อยๆ จนกวาไดคาประมาณที่ลูเขา โดยมีเกณฑการ
หยุดกระบวนการยอนซ้ําดังนี ้
 

0)s(

~

)1s(

~
=β−β +  

 
 จึงสรุปไดวาหลังจากการเดาคาเริ่มตน แลว แทนคาลงไปในสมการที่ s = 0 เพื่อหา  

และทําตอไปที่ s = 1, 2, … โดยคาประมาณพารามิเตอรในครั้งที่ s แตกตางจากครั้งที่ s + 1 นอย
มากหรือเกือบเทากับศูนย จะไดคา
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การประมาณคาพารามิเตอรของตัวแบบลอ็กลิเนียรโดยวิธีกระบวนการยอนซ้ํานิวตนั – รัฟสัน 
 

จากตัวแบบ GLM สําหรับจํานวนนับของตารางการณจรที่มีการแจกแจงแบบปวสซงหรือ
ตัวแบบล็อกลิเนียร จะไดฟงกชันภาวะนาจะเปน 

 
( ) ∑∑ −=

i
ii

i
i~

mmlognmL  

   ∑ ∑∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β=

i
j

j
ij

j
jij

i
i xexpxn

ให   ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
β−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
β=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛β ∑∑∑∑

h
hih

i
h

h
ih

i
i

~
xexpxnL

จะไดวา   ∑ ∑−=
β∂

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛β∂

=
i i

ijiiji
j

~
j ,xmxn

L
u  

  ∑−=β∂β∂

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛β∂

=
i

ikiji
kj

~

2

ij ,xxm
L

h  

ดังนั้นสําหรับการยอนซ้ําครั้งที่ s ใดๆ จะไดวา  
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 คา  จากครั้งที ่s สามารถหาไดจาก  โดยคํานวณจาก  และ

สามารถหา  ไดจาก  โดยการใชกระบวนการยอนซ้ํา (3.18) ดังนี ้
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โดยที่ ( ))s(
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mdiag  มีสมาชิกใน Main diagonal 
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 จะเห็นวาใน [ ] คือเทอมแรกของเทเลอรโพลิโนเมียลของ  ที่  ดังนั้น
กระบวนการยอนซ้ําจะเริ่มจากการเดาคา  หรือ  จากสมการ (3.20) จะ
ใหคา และสําหรับ s > 0 กระบวนการยอนซ้ําจะคํานวณตอไปในทํานองเดียวกนั และขณะที่ s 

เพิ่มขึ้นคาของ และ  ก็จะลูเขาสูตัวประมาณ MLE,  และ  ตามลําดับ นอกจากนี้

เมตริก  ก็จะลูเขาสู 
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(3.20) ไดใหม ดังนี ้
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ดังนั้น  คือตัวประมาณแบบถวงน้ําหนกั (WLS) สําหรับตัวแบบ  เมื่อ 
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