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บทท่ี 2 
พลศาสตรของแขนกลยดึตดิโครงสรางยดืหยุน 

 
2.1 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
 โดยทั่วไปแลวแขนกลมักจะทํางานอยูบนฐานที่มั่นคง โดยมรีูปแบบ และขนาดตางกันไป
ตามลักษณะการใชงาน ยกตวัอยางเชน แขนกลชนิด PA-10 และชนดิ PUMA ดังรูป 2.1 และ รูป 2.2 
ตามลําดับ ซ่ึงมีลักษณะการทํางานเปนแบบพิกัดชนดิแนวตั้ง (Vertical multi joint) และแขนกลชนดิ 
IBM7575 ดังรปู 2.3 ซ่ึงมีลักษณะการทํางานเปนแบบพิกดัชนิดแนวนอน (Horizontal multi joint)  

 
รูป 2.1 แขนกลชนิด PA-10 (http://www.saga_u.ac.jp, 2 กค.2547) 

 

 
รูป 2.2 แขนกลชนิด PUMA (http://www.ee.ic.ac.uk, 2 กค.2547)
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รูป 2.3 แขนกลชนิด IBM7575 (http://iel.ucdavis.edu, 2 กค.2547) 

 
 การออกแบบตัวควบคุมจําเปนตองทราบแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบ ในงานวิจยั
นี้ การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบสามารถทําไดโดยการวเิคราะหสมการการเคลื่อนที่
ของแขนกลโดยวธิลีากรางจ มีขั้นตอนดังนี้ 
 2.1.1 พลังงานจลน (Kinetic Energy) 
         สมการพลังงานจลนของแขนกลที่ i คือ  
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โดยที่ civ
r  และ iω

r  เปนเวกเตอรของความเรว็รอบจุด Centroid ซ่ึงมีขนาด 3x1 และ เวกเตอร
ความเร็วเชิงมมุเทียบกับ Initial reference frame มีขนาด 3x1 ตามลําดับดังรูป 2.4 และ im เปนมวล
ของขอตอแขนกล และ iI คือ Inertia tenser ซ่ึงมีขนาด 3x3    
 

 
รูป 2.4 แสดงทิศทางความเร็วเชิงเสนและเชิงมุมของขอตอแขนกล (Yamamoto) 
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 พลังงานจลนทั้งหมดของขอตอแขนกล สามารถหาไดจากการรวมพลงังานจลนของแตละ
ชิ้นสวน ( ∑

=

=
n

i
iTT

1
) 

 2.1.2 พลังงานศักย (Potential Energy) 
         กําหนดให g  เปนเวกเตอรบอกจุด Centroid ของแขนกล i มีขนาด 3x1 ซ่ึงแสดง
ความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก โดยพิจารณาบนแกนหยุดนิ่ง (Base coordinate frame) ดัง
รูป 2.5  ดังนั้นพลังงานศกัยของระบบคือ 
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รูป 2.5 แสดงโครงสรางของแขนกลและจดุตอ (Yamamoto) 
 

ซ่ึง rci r0  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงที่จุด Centroid ของแขน i  ซ่ึงจะขึ้นอยูกบัรูปแบบของแขนกล 
ดังนั้น พลังงานศักยจะอยูในรูปของฟงกชนั 1q ,…, nq   
 2.1.3 สมการการเคลื่อนที่ของแขนกล (Dynamic of Manipulator) 
         พิจารณาหลักการของลากรางจ  จากสมการ(1.4) และ Jacobian Matrix ของ n DOF 
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โดยที่การเคลือ่นที่ของแขนกลจะขึ้นอยูกบัขอตอ 1 ถึง i ดังนั้น ]0...0...[ )()(
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จากนั้นแทน (2.3) และ (2.4) ลงใน (2.1) จะไดวา 
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โดยที่ Manipulator inertia tensor ∑
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พิจารณาพจนแรกของสมการการเคลื่อนทีข่อง Lagrange  จาก ∑∑
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โดยที่  ijH  เปนฟงกชันของ 1q ,…, nq  ดังนั้น ∑∑
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เมื่อพิจารณาพจนที่สองพบวา 
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เมื่อพิจารณาพจนของ Gravity iG  จะไดวา 
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โดย  
i
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q
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∂
∂ 0  ถูกแทนดวย Jacobian matrix )( j

LiJ  

แทนสมการ (2.8),(2.9) และ (2.10) ลงในสมการ (1.2) และทําการจดัรูปใหมจะไดวา 
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 เรียกวา Inertia torques รวมกับ Interaction torques 
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 เรียกวา Coriolis และ Centrifugal torques 

             iG  เรียกวา   Gravity induced torque ของแขนกล i 
ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลที่อยูบนฐานยดึแนนไดเปน 
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τ=++ )(),()(
...

qgqqcqqH                  (2.12) 
โดยที่ )(qH  คือ Inertia matrix  
          ),(

.
qqc  คือ Coriolis และ Centrifugal effects 

          )(qg  คือ Gravity torque  
          τ  คือ แรงบิดที่จุดตอของแขนกล (Joint torque) 
 2.1.4 สมการการเคลื่อนที่ของ FSMM 
         เมื่อพิจารณาระบบแขนกลทีย่ึดอยูบนโครงสรางยืดหยุน โดยที่จดุปลายของแขนกลไม
มีแรงภายนอกมากระทํา แสดงดังรูป 2.6 

 
 

รูป 2.6 แสดงแบบจําลองของระบบแขนกลที่อยูบนโครงสรางยืดหยุน 
 

 จากการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลโดยวิธลีากรางจ จะไดวาสมการการ
เคลื่อนที่ของแขนกลเมื่อยึดตดิกับฐานที่มโีครงสรางยืดหยุนนัน้ มีรูปแบบดังนี ้ 
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โดยที่  bx  คือ ตําแหนงและทิศทางทีเ่ปลี่ยนแปลงของฐานรองรับ(State) 
 θ  คือ เปนพิกัดบอกตําแหนงของจุดตอของแขน 

),( θbb xH  คือ base inertia 
 bD  คือ Damping ที่ฐานรองรับ 
 mD  คือ Damping ที่จุดตอแขน 
 bK  คือ สัมประสทิธิ์ความยืดหยุนที่ฐานรองรบั 
 ),( θbm xH  คือ Inertia matrix ของแขนกล 
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 ),( θbbm xH  คือ Inertia coupling matrix 
 ),,,(

..
θθbbb xxc  คือ พจนความไมเปนเชิงเสนของความเรว็ที่ฐานรองรับ 

 ),,,(
..
θθbbm xxc  คือ พจนความไมเปนเชิงเสนของความเรว็ของแขนกล 

 bg  คือ Gravity torque ของฐานรองรับ 
 mg  คือ Gravity torque ของแขนกล 
 actτ  คือ แรงบิดทีจ่ดุตอแขน (Joint torque) 
โดยที่  bx

nℜ∈ จะขึ้นอยูกับทิศทางและตําแหนงการเปลี่ยนแปลงของฐานเทียบกับแกนหยุดนิง่ 
(Inertial frame)   

           θ iℜ∈ ขึ้นอยูกบัพิกัดบอกตาํแหนงของจุดตอของแขน 
          ),( θbb xH , bD  และ bK   nxnℜ∈  
          ),( θbm xH ixiℜ∈ และ ),( θbbm xH nxiℜ∈  
          actτ iℜ∈  กําหนดให i เปนจํานวนจุดตอของแขนกล และ n คือ จํานวนพิกดัที่ฐานรองรับ 
 
2.2 พฤติกรรมทางพลศาสตรของแขนกลยดึติดโครงสรางยืดหยุน 
 แขนกลอุตสาหกรรมมักถูกควบคุมดวยตวัควบคุมที่มีองคประกอบ P (Proportional), I 
(Integral) และ D (Derivative) สําหรับงานวิจยันีก้ารศกึษาการเคลื่อนที่ของแขนกลนั้น จะพิจารณา
ตัวควบคุมที่มอีงคประกอบ P และD โดยใชการควบคุมแบบ PD-Computed torque ซ่ึงสามารถทํา
ไดดังนี ้ พิจารณาสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลที่อยูบนฐานยดึแนน โดยเคลื่อนที่อยูในระนาบ
แนวนอน  

τ=+ ),()(
...
qqcqqH                   (2.14) 

 กําหนดใหเสนทางการเคลือ่นที่ที่ตองการ คือ )(tqd  ในที่นี้กาํหนดใหเปนมุมการบดิของ
แขนกลในแตละแขน ดังนั้น tracking error , )(te   สามารถแสดงไดดังสมการ (2.15) 
 )()()( tqtqte d −=                    (2.15) 
ซ่ึงเขียนในรูปอนุพันธอันดบั 1 และ 2 ไดเปน  
 

...
qqe d −=                    (2.16) 

 
......
qqe d −=                       (2.17) 

จัดรปูสมการ (2.17) เปน 
......
eqq d −=  จากนั้นแทนคาลงในสมการ (2.14) ไดเปน 
τ=+− ),())((

.....
qqceqqH d                  (2.18) 

กําหนดให Control input function เปน  
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 )),(()(
.

1
..

τ−+= − qqcqHqu d                  (2.19) 
ทางเลือกของการออกแบบ PD feedback คือ กําหนดให  
 ekeku pv −−=

.
                  (2.20) 

โดยที่ pk  คือ Proportional gain 
           vk  คือ Derivative gain 
แทนคาสมการ (2.20) ลงในสมการ (2.19) ทําการจัดรูป จะไดสมการการควบคุมเปน 
 ),())((

....
qqcekekqqH pvd +++=τ                 (2.21) 

 การทํา Simulation ของระบบของแขนกล 2 DOF ยึดติดโครงสรางยืดหยุนนั้นการกาํหนด

คาคงที่ตาง ๆของระบบแสดงในภาคผนวก ข ดังตาราง ข-3 โดยกําหนดใหคา 
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vk  ทําการกาํหนดเสนทางการเคลื่อนทีโ่ดยกําหนดใหมุมการบดิของแขน 1 ม ีคา

เปน te 55.05.0 −− rad และแขน 2 มีคาเปน te 50.10.1 −− rad กําหนดคาเริ่มตนโดยใหแขน 1 อยูที่
ตําแหนงมุม 1q  เทากับ -50 องศา สําหรับแขน 2 กำหนดใหอยูที่ตําแหนงมุม 2q เทากับ 120 องศา 
ผลการทํา Simulation ไดผลดังนี ้
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รูป 2.7 กราฟแสดงการเปลีย่นแปลงตําแหนงของแขน 1 และ 2 จากจุดเริ่มตนไปจนถงึจุดสุดทาย 
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 จากรูป 2.7 สังเกตไดวาเมือ่เวลาผานไปแขนกลจะพยายามเคลื่อนที่เขาสูตําแหนงที่ไดทํา
การออกแบบไว โดยสุดทายแลวแขน 1 จะหยุดอยูที่ตาํแหนงประมาณ 28.65 องศา (0.5 rad) และ
แขน 2 จะหยุดอยูที่ตําแหนงประมาณ 57.30 องศา (1.0 rad) โดยตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลจะ
อยูที่พิกัดประมาณ (0.1888, 0.2589) ในขณะทีแ่ขนกลพยามยามเคลือ่นที่ไปตามเสนทางที่กําหนด
นั้นคาความผดิพลาดที่เกดิขึน้จะลดลงจนมีคาเขาใกลศนูยดังแสดงในรูป 2.8   และการเคลื่อนที่ของ
แขนกลนั้นยังสงผลใหเกิดการสั่นสะเทือนที่ฐานโครงสรางยืดหยุนอกีดวย กลาวคือ ขณะทีแ่ขนกล
มีการเคลื่อนทีอ่ยูนั้นจะเกิดแรงปฏกิริิยาของแขนกลที่กระทําตอฐานโครงสรางยืดหยุน หากทําการ
พิจารณาถึงโมเมนตัมของแขนกลทีก่ระทําตอฐาน ( mΡ  ) พบวา  
 

.
θbmm H=Ρ                    (2.22) 

เราจะเรียก โมเมนตัมของแขนกลทีก่ระทําตอฐานนีว้า Coupling momentum 
ทําการ Differentiate สมการ (2.22) 

 
dt
Hd

dt
d

F bmm
m

)()(
.
θ

=
Ρ

=                          (2.23) 

กําหนดให mF  คือ แรงปฏิกริยิาจากแขนกลที่กระทําตอฐาน ดังนั้น 
 

....
θθ bmbmm HHF +=                   (2.24) 

 การเปรยีบเทยีบโมเมนตัมที่เกิดขึ้น ขณะทีแ่ขนกลเคลื่อนที่ไปนั้นกับการสั่นสะเทือนที่ฐาน
โครงสรางยืดหยุนแสดงไวในรูป 2.9  
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รูป 2.8 Tracking error ที่เกิดขึ้นขณะทีแ่ขนกลมกีารเคลื่อนที่ไปตามเสนทางที่กําหนด 
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รูป 2.9 แสดงการสั่นสะเทือนที่ฐาน และโมเมนตัมที่เกดิขึ้นในทิศทาง x และ y 

 
 จากรูป 2.9 สังเกตไดวาโมเมนตัมจะมีคามากที่สุดเมื่อแขนกลเริ่มเคลื่อนที่จึงสงผลใหแรง
ปฏิกริิยาทีแ่ขนกลกระทําตอฐานมีคามากที่สุดดวย ดังนัน้การสั่นที่เกดิขึ้นเริ่มตนจึงมกีารกระจดัมาก
ที่สุด และจะมีการปรับตวัลดลงเรื่อย ๆจนกระทั่งคงทีห่รือหยุดนิ่ง และผลเนื่องจากการสั่นที่ฐานนี้
เองทําใหตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลเกิดการสั่น แสดงดังรูป 2.10 
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รูป 2.10 แสดงตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลเมื่อมกีารส่ันสะเทือน 


