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บทท่ี 2 
พลศาสตรของแขนกลยดึตดิโครงสรางยดืหยุน 

 
2.1 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
 โดยทั่วไปแลวแขนกลมักจะทํางานอยูบนฐานที่มั่นคง โดยมรีูปแบบ และขนาดตางกันไป
ตามลักษณะการใชงาน ยกตวัอยางเชน แขนกลชนิด PA-10 และชนดิ PUMA ดังรูป 2.1 และ รูป 2.2 
ตามลําดับ ซ่ึงมีลักษณะการทํางานเปนแบบพิกัดชนดิแนวตั้ง (Vertical multi joint) และแขนกลชนดิ 
IBM7575 ดังรปู 2.3 ซ่ึงมีลักษณะการทํางานเปนแบบพิกดัชนิดแนวนอน (Horizontal multi joint)  

 
รูป 2.1 แขนกลชนิด PA-10 (http://www.saga_u.ac.jp, 2 กค.2547) 

 

 
รูป 2.2 แขนกลชนิด PUMA (http://www.ee.ic.ac.uk, 2 กค.2547)
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รูป 2.3 แขนกลชนิด IBM7575 (http://iel.ucdavis.edu, 2 กค.2547) 

 
 การออกแบบตัวควบคุมจําเปนตองทราบแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบ ในงานวิจยั
นี้ การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบสามารถทําไดโดยการวเิคราะหสมการการเคลื่อนที่
ของแขนกลโดยวธิลีากรางจ มีขั้นตอนดังนี้ 
 2.1.1 พลังงานจลน (Kinetic Energy) 
         สมการพลังงานจลนของแขนกลที่ i คือ  
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โดยที่ civ
r  และ iω

r  เปนเวกเตอรของความเรว็รอบจุด Centroid ซ่ึงมีขนาด 3x1 และ เวกเตอร
ความเร็วเชิงมมุเทียบกับ Initial reference frame มีขนาด 3x1 ตามลําดับดังรูป 2.4 และ im เปนมวล
ของขอตอแขนกล และ iI คือ Inertia tenser ซ่ึงมีขนาด 3x3    
 

 
รูป 2.4 แสดงทิศทางความเร็วเชิงเสนและเชิงมุมของขอตอแขนกล (Yamamoto) 
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 พลังงานจลนทั้งหมดของขอตอแขนกล สามารถหาไดจากการรวมพลงังานจลนของแตละ
ชิ้นสวน ( ∑

=

=
n

i
iTT

1
) 

 2.1.2 พลังงานศักย (Potential Energy) 
         กําหนดให g  เปนเวกเตอรบอกจุด Centroid ของแขนกล i มีขนาด 3x1 ซ่ึงแสดง
ความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก โดยพิจารณาบนแกนหยุดนิ่ง (Base coordinate frame) ดัง
รูป 2.5  ดังนั้นพลังงานศกัยของระบบคือ 
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รูป 2.5 แสดงโครงสรางของแขนกลและจดุตอ (Yamamoto) 
 

ซ่ึง rci r0  คือ เวกเตอรบอกตําแหนงที่จุด Centroid ของแขน i  ซ่ึงจะขึ้นอยูกบัรูปแบบของแขนกล 
ดังนั้น พลังงานศักยจะอยูในรูปของฟงกชนั 1q ,…, nq   
 2.1.3 สมการการเคลื่อนที่ของแขนกล (Dynamic of Manipulator) 
         พิจารณาหลักการของลากรางจ  จากสมการ(1.4) และ Jacobian Matrix ของ n DOF 
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โดยที่การเคลือ่นที่ของแขนกลจะขึ้นอยูกบัขอตอ 1 ถึง i ดังนั้น ]0...0...[ )()(
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จากนั้นแทน (2.3) และ (2.4) ลงใน (2.1) จะไดวา 
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โดยที่ Manipulator inertia tensor ∑
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พิจารณาพจนแรกของสมการการเคลื่อนทีข่อง Lagrange  จาก ∑∑
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โดยที่  ijH  เปนฟงกชันของ 1q ,…, nq  ดังนั้น ∑∑
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เมื่อพิจารณาพจนที่สองพบวา 
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เมื่อพิจารณาพจนของ Gravity iG  จะไดวา 
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โดย  
i

cj

q
r

∂
∂ 0  ถูกแทนดวย Jacobian matrix )( j

LiJ  

แทนสมการ (2.8),(2.9) และ (2.10) ลงในสมการ (1.2) และทําการจดัรูปใหมจะไดวา 
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 เรียกวา Coriolis และ Centrifugal torques 

             iG  เรียกวา   Gravity induced torque ของแขนกล i 
ดังนั้นเราสามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลที่อยูบนฐานยดึแนนไดเปน 
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τ=++ )(),()(
...

qgqqcqqH                  (2.12) 
โดยที่ )(qH  คือ Inertia matrix  
          ),(

.
qqc  คือ Coriolis และ Centrifugal effects 

          )(qg  คือ Gravity torque  
          τ  คือ แรงบิดที่จุดตอของแขนกล (Joint torque) 
 2.1.4 สมการการเคลื่อนที่ของ FSMM 
         เมื่อพิจารณาระบบแขนกลทีย่ึดอยูบนโครงสรางยืดหยุน โดยที่จดุปลายของแขนกลไม
มีแรงภายนอกมากระทํา แสดงดังรูป 2.6 

 
 

รูป 2.6 แสดงแบบจําลองของระบบแขนกลที่อยูบนโครงสรางยืดหยุน 
 

 จากการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลโดยวิธลีากรางจ จะไดวาสมการการ
เคลื่อนที่ของแขนกลเมื่อยึดตดิกับฐานที่มโีครงสรางยืดหยุนนัน้ มีรูปแบบดังนี ้ 
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โดยที่  bx  คือ ตําแหนงและทิศทางทีเ่ปลี่ยนแปลงของฐานรองรับ(State) 
 θ  คือ เปนพิกัดบอกตําแหนงของจุดตอของแขน 

),( θbb xH  คือ base inertia 
 bD  คือ Damping ที่ฐานรองรับ 
 mD  คือ Damping ที่จุดตอแขน 
 bK  คือ สัมประสทิธิ์ความยืดหยุนที่ฐานรองรบั 
 ),( θbm xH  คือ Inertia matrix ของแขนกล 
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 ),( θbbm xH  คือ Inertia coupling matrix 
 ),,,(

..
θθbbb xxc  คือ พจนความไมเปนเชิงเสนของความเรว็ที่ฐานรองรับ 

 ),,,(
..
θθbbm xxc  คือ พจนความไมเปนเชิงเสนของความเรว็ของแขนกล 

 bg  คือ Gravity torque ของฐานรองรับ 
 mg  คือ Gravity torque ของแขนกล 
 actτ  คือ แรงบิดทีจ่ดุตอแขน (Joint torque) 
โดยที่  bx

nℜ∈ จะขึ้นอยูกับทิศทางและตําแหนงการเปลี่ยนแปลงของฐานเทียบกับแกนหยุดนิง่ 
(Inertial frame)   

           θ iℜ∈ ขึ้นอยูกบัพิกัดบอกตาํแหนงของจุดตอของแขน 
          ),( θbb xH , bD  และ bK   nxnℜ∈  
          ),( θbm xH ixiℜ∈ และ ),( θbbm xH nxiℜ∈  
          actτ iℜ∈  กําหนดให i เปนจํานวนจุดตอของแขนกล และ n คือ จํานวนพิกดัที่ฐานรองรับ 
 
2.2 พฤติกรรมทางพลศาสตรของแขนกลยดึติดโครงสรางยืดหยุน 
 แขนกลอุตสาหกรรมมักถูกควบคุมดวยตวัควบคุมที่มีองคประกอบ P (Proportional), I 
(Integral) และ D (Derivative) สําหรับงานวิจยันีก้ารศกึษาการเคลื่อนที่ของแขนกลนั้น จะพิจารณา
ตัวควบคุมที่มอีงคประกอบ P และD โดยใชการควบคุมแบบ PD-Computed torque ซ่ึงสามารถทํา
ไดดังนี ้ พิจารณาสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลที่อยูบนฐานยดึแนน โดยเคลื่อนที่อยูในระนาบ
แนวนอน  

τ=+ ),()(
...
qqcqqH                   (2.14) 

 กําหนดใหเสนทางการเคลือ่นที่ที่ตองการ คือ )(tqd  ในที่นี้กาํหนดใหเปนมุมการบดิของ
แขนกลในแตละแขน ดังนั้น tracking error , )(te   สามารถแสดงไดดังสมการ (2.15) 
 )()()( tqtqte d −=                    (2.15) 
ซ่ึงเขียนในรูปอนุพันธอันดบั 1 และ 2 ไดเปน  
 

...
qqe d −=                    (2.16) 

 
......
qqe d −=                       (2.17) 

จัดรปูสมการ (2.17) เปน 
......
eqq d −=  จากนั้นแทนคาลงในสมการ (2.14) ไดเปน 
τ=+− ),())((

.....
qqceqqH d                  (2.18) 

กําหนดให Control input function เปน  
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 )),(()(
.

1
..

τ−+= − qqcqHqu d                  (2.19) 
ทางเลือกของการออกแบบ PD feedback คือ กําหนดให  
 ekeku pv −−=

.
                  (2.20) 

โดยที่ pk  คือ Proportional gain 
           vk  คือ Derivative gain 
แทนคาสมการ (2.20) ลงในสมการ (2.19) ทําการจัดรูป จะไดสมการการควบคุมเปน 
 ),())((

....
qqcekekqqH pvd +++=τ                 (2.21) 

 การทํา Simulation ของระบบของแขนกล 2 DOF ยึดติดโครงสรางยืดหยุนนั้นการกาํหนด

คาคงที่ตาง ๆของระบบแสดงในภาคผนวก ข ดังตาราง ข-3 โดยกําหนดใหคา 







=

1000
0100

pk  

และ 







=

200
020

vk  ทําการกาํหนดเสนทางการเคลื่อนทีโ่ดยกําหนดใหมุมการบดิของแขน 1 ม ีคา

เปน te 55.05.0 −− rad และแขน 2 มีคาเปน te 50.10.1 −− rad กําหนดคาเริ่มตนโดยใหแขน 1 อยูที่
ตําแหนงมุม 1q  เทากับ -50 องศา สําหรับแขน 2 กำหนดใหอยูที่ตําแหนงมุม 2q เทากับ 120 องศา 
ผลการทํา Simulation ไดผลดังนี ้
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รูป 2.7 กราฟแสดงการเปลีย่นแปลงตําแหนงของแขน 1 และ 2 จากจุดเริ่มตนไปจนถงึจุดสุดทาย 
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 จากรูป 2.7 สังเกตไดวาเมือ่เวลาผานไปแขนกลจะพยายามเคลื่อนที่เขาสูตําแหนงที่ไดทํา
การออกแบบไว โดยสุดทายแลวแขน 1 จะหยุดอยูที่ตาํแหนงประมาณ 28.65 องศา (0.5 rad) และ
แขน 2 จะหยุดอยูที่ตําแหนงประมาณ 57.30 องศา (1.0 rad) โดยตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลจะ
อยูที่พิกัดประมาณ (0.1888, 0.2589) ในขณะทีแ่ขนกลพยามยามเคลือ่นที่ไปตามเสนทางที่กําหนด
นั้นคาความผดิพลาดที่เกดิขึน้จะลดลงจนมีคาเขาใกลศนูยดังแสดงในรูป 2.8   และการเคลื่อนที่ของ
แขนกลนั้นยังสงผลใหเกิดการสั่นสะเทือนที่ฐานโครงสรางยืดหยุนอกีดวย กลาวคือ ขณะทีแ่ขนกล
มีการเคลื่อนทีอ่ยูนั้นจะเกิดแรงปฏกิริิยาของแขนกลที่กระทําตอฐานโครงสรางยืดหยุน หากทําการ
พิจารณาถึงโมเมนตัมของแขนกลทีก่ระทําตอฐาน ( mΡ  ) พบวา  
 

.
θbmm H=Ρ                    (2.22) 

เราจะเรียก โมเมนตัมของแขนกลทีก่ระทําตอฐานนีว้า Coupling momentum 
ทําการ Differentiate สมการ (2.22) 

 
dt
Hd

dt
d

F bmm
m

)()(
.
θ

=
Ρ

=                          (2.23) 

กําหนดให mF  คือ แรงปฏิกริยิาจากแขนกลที่กระทําตอฐาน ดังนั้น 
 

....
θθ bmbmm HHF +=                   (2.24) 

 การเปรยีบเทยีบโมเมนตัมที่เกิดขึ้น ขณะทีแ่ขนกลเคลื่อนที่ไปนั้นกับการสั่นสะเทือนที่ฐาน
โครงสรางยืดหยุนแสดงไวในรูป 2.9  
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รูป 2.8 Tracking error ที่เกิดขึ้นขณะทีแ่ขนกลมกีารเคลื่อนที่ไปตามเสนทางที่กําหนด 
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รูป 2.9 แสดงการสั่นสะเทือนที่ฐาน และโมเมนตัมที่เกดิขึ้นในทิศทาง x และ y 

 
 จากรูป 2.9 สังเกตไดวาโมเมนตัมจะมีคามากที่สุดเมื่อแขนกลเริ่มเคลื่อนที่จึงสงผลใหแรง
ปฏิกริิยาทีแ่ขนกลกระทําตอฐานมีคามากที่สุดดวย ดังนัน้การสั่นที่เกดิขึ้นเริ่มตนจึงมกีารกระจดัมาก
ที่สุด และจะมีการปรับตวัลดลงเรื่อย ๆจนกระทั่งคงทีห่รือหยุดนิ่ง และผลเนื่องจากการสั่นที่ฐานนี้
เองทําใหตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลเกิดการสั่น แสดงดังรูป 2.10 
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รูป 2.10 แสดงตําแหนงที่จุดปลายของแขนกลเมื่อมกีารส่ันสะเทือน 


