
บทท่ี 2 
หลักการและทฤษฎี 

 
  การหาความถ่ีธรรมชาติโดยใชวิธีเรยเล-ริทซ (Rayleigh-Ritz method) เปนวิธีท่ีเพิ่มเติม
จากวิธีพลังงานของเรยเลซ่ึงอาศัยหลักการของพลังงานรวมของระบบท่ีเกิดข้ึนจะมีคาตํ่าสุด 
ในขณะท่ีวัตถุอยูในสภาวะสมดุล (Equilibrium state) หลังจากนั้นริทซไดประยุกตการประมาณ
ความถ่ีธรรมชาติไดถูกตองมากยิ่งข้ึน โดยอาศัยพื้นฐานท่ีการจะไดความถ่ีธรรมชาติในโหมดท่ี
สูงข้ึนและใหถูกตองข้ึน ตองมีการประมาณคารูปรางโหมดท่ีหลาย ๆ ความถ่ีธรรมชาติมากข้ึน 
ดังนั้นวิธีการน้ีจะมีการประมาณรูปรางโหมดท่ีหลาย ๆ ความถ่ีธรรมชาตินั้นเอง ถารูปรางโหมดท่ี
เลือกใชพิจารณามีลักษณะท่ีถูกตองหรือใกลเคียงกับรูปรางโหมดท่ีแทจริงแลว จะไดความถ่ี
ธรรมชาติพื้นฐานและความถ่ีธรรมชาติท่ีสูงข้ึน ตามจํานวนรูปรางโหมดที่ประมาณไดถูกตองหรือ
ใกลเคียงกับคาท่ีแทจริงมากข้ึน 
 
2.1 พลังงานศักย และพลังงานจลนของแผนบาง 
  เม่ือพิจารณารูป 2.1 ซ่ึงกําหนดใหระนาบ x-y เปนระนาบกึ่งกลางแผน (Middle Plane) 
และสมมุติฐานวา แผนหนาเทากับ h ซ่ึงมีความหนานอยมากเม่ือเทียบกับขนาดดานกวาง และยาว 
คาการแอนตัวจากการส่ันในแนวแกน z มีขนาดนอยมากเม่ือเทียบกับความหนา h แนวท่ีต้ังฉากกับ
ระนาบกึ่งกลางแผนยังคงแนวตั้งฉากหลังแผนเกิดการแอนตัว และแผนบางมีคุณสมบัติทางกล
เหมือนกันในทุกทิศทาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 2.1 แกนพกิัดและหนวยยอยของแผน 
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  จากเง่ือนไขท่ีวา การแอนมีคานอยนั้น จะสามารถเขียนความสัมพันธของระยะยืดของ
ระนาบท่ีหางจากระนาบกึ่งกลางแผนเทากบั z ในแนวแกน x และ y ไดดังนี ้
 

 
x
wzu
∂
∂

−=         (2.1 ก) 

  

 
y
wzv
∂
∂

−=         (2.1 ข) 

 
 เม่ือ  w  เปนคาการแอนตัวในแนวแกน z 
  u  เปนระยะยืดตามแกน x 
  v เปนระยะยืดตามแกน y 
ความเครียด (Strain) ท่ีเกิดข้ึนท่ีระนาบกึ่งกลางแผนดังกลาว สามารถเขียนอยูในรูปดังนี ้
 

 2

2

ε
x
wzx ∂

∂
−=         (2.2 ก) 

 

 2

2
ε

y
wzy

∂
∂

−=         (2.2 ข) 

 

 
yx
wzxy ∂∂

∂
−=

2

2γ         (2.2 ค) 

 
 เม่ือ yx ε,ε   เปนความเครียดในแนวแกน x และ y 
  xyγ  เปนความเครียดเฉือนท่ีเกดิข้ึนท่ีระนาบ x-y 
 
ความเคน (Stress) ท่ีเกิดข้ึนบนระนาบกึ่งกลางแผนเม่ือเทียบกับความเครียดจะสามารถหาสมการได
จากความสัมพนัธดังตอไปนี ้
 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−
−=+

−
= 2

2

2

2

22 1
)εε(

1
σ

y
w

x
wEzE

yxx ν
ν

ν
ν

   (2.3 ก ) 
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 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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∂
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2

2

2
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1
σ

x
w
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   (2.3 ข ) 

 

 
yx
wEzG xyxy ∂∂

∂
+

−==
2

)1(
γτ

ν
      (2.3 ค ) 

 
 เม่ือ  xσ   คือ ความเคนในแนวแกน x 
  yσ   คือ ความเคนในแนวแกน y  
  xyτ   คือ ความเคนเฉือนบนระนาบท่ีต้ังฉากกับแกน x และมีทิศทางตามแกน y  
  ν     คือ คาสัดสวนปวซอง (Poisson’s ratio) 
  E คือ มอดุลัสยืดหยุน (modulus of elasticity) 
  G คือ มอดุลัสเฉือน (modulus of shear) 
 
เม่ือพิจารณาพลังงานศักย (Potential Energy) ท่ีสะสมภายในสวนยอยของช้ันท่ีแรเงาในชวงการ
เปล่ียนรูป สามารถแสดงไดดังสมการ (2.4) คือ 
 

 dzdydxdU xyxyyyxx
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

2
τγ

2
σε

2
σε      (2.4) 

 
แทนสมการท่ี (2.2 ก)-(2.2 ค) และ (2.3 ก)-(2.3 ค) ลงในสมการท่ี (2.4) จะได 
 

 

dzdydx
yx
w

yx
w

y
w

x
wEzdU
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∂
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∂
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2
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ν

ν
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    (2.5) 

 
ทําการอินทิเกรตตลอดปริมาตรของแผนบางเพื่อหาพลังงานศักดิ์รวมของแผนบาง 
 
 ∫∫∫= dUU         (ก) 
 
ดังนั้นพลังงานศักยของแผนบางจะได 
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 ( ) dydx
yx
w

y
w

x
w

y
w

x
wDU

R
∫∫

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
−

∂
∂

∂
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⎠

⎞
⎜⎜
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∂
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2

2

2

22

2

2

2

2

12
2

ν  (2.6) 

 

 เม่ือ 
)1(12 2

3

ν−
=

EhD  คือ คาความแกรง (Flexural rigidity) ของแผนบาง 

  R คือ ขอบเขตของการอินทิเกรต 
 
และสมการพลังงานจลน (Kinetic Energy) ของแผนบางจากหลักการอนุรักษพลังงาน (Principle of 
conservation of energy) จะได 
 

 dydx
t
whT ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
2

2
ρ        (2.7) 

 
 เม่ือ  hρ   คือ มวลของวัตถุตอหนึ่งหนวยพื้นท่ี 
 
2.2 การส่ันอิสระของแผนบางรูปวงแหวน 
  ในการคํานวณการส่ันของแผนบางรูปวงแหวนสามารถทําไดโดยการใชวิธีการแปลง 
สมการพลังงานศักย และพลังงานจลนใหอยูในรูปพิกัดเชิงข้ัว(r,θ)  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 2.2 พิกัดเชิงข้ัว 
 
จากรูป 2.2 จะเห็นไดวา สามเหล่ียม ABC มีขนาดเพ่ิมข้ึน dx ในแกน x ดังนั้น จะไดวา 
 

y 

x dx 

A 
B 

y 

x 

r 

C dx sin θ dx cos θ 

θ 
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 θcosdxdr = ,   
r

dxd θθ sin
−=    (ข) 

 
และเม่ือพิจารณาการแอน w ในพจนของ r และ θ จะได 
 

 
r

w
r
w

x
w

x
r

r
w

x
w θ

θ
θθ

θ
sincos

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂     (ค) 

 

 
r

w
r
w

y
w θ

θ
θ cossin

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂       (ง) 

 
และเม่ือนําสมการ (ค), (ง) มาหาอนุพันธอีกคร้ังจะได 
 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

r
w

r
w

rrx
w θ

θ
θθ

θ
θ sincossincos2

2

   (2.8) 
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θθθ
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∂
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∂∂

∂
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∂
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(จ) 
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2

2

2
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w

rr
w

r
w

rr
w
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yx
w

θθ
θ

θθ

θ
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θ
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∂
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∂
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−
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∂
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=
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∂

   (ฉ) 

 
ดังนั้นเม่ือจัดรูปสมการจากพิกัดฉาก (x ,y) ใหอยูในพกิัดเชิงข้ัว (r,θ) จะไดสมการ 
 

 2

2

22

2

2

2

2

2 11
θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ w

rr
w

rr
w

y
w

x
w      (2.9) 
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⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
−

∂
∂

∂
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w   (2.10) 
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tdrdrW
rr

W
rr

W
rr
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WDU
a
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θ

ν

θ
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θ
π

2
2

2
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2
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⎦
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แทนคาสมการ (2.9), (2.10) ลงในสมการ (2.6) เพื่อเปล่ียนรูปของ U, T เปนพิกดัเชิงข้ัวจะได 
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(2.11) 

 
และสมการของพลังงานจลน 

 θρ π
ddrr

t
whT

a

∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
2

0 0

2

2
       (2.12) 

 
จากการประมาณคาฟงกชันเพื่อแทนรูปรางโหมดของแผนบางรูปวงกลม สมมติใหเกิดการส่ันแบบ
ฮารโมนิค (Harmonic vibrations) อยูในรูป 
 trWtrw ωθθ sin),(),,( =       (ช) 
นําไปแทนในสมการ (2.11) และ (2.12) จะได 
 
 
 

(2.13) 
 
 

 θωωρ π
ddrrWthT

a

∫ ∫=
2

0 0

22
2

cos
2

     (2.14) 

 
จากหลักของเรยเล คาพลังงานศักยสูงสุดมีคาเทากับคาพลังงานจลนสูงสุดเม่ือระบบคงท่ี ดังนั้นคา
พลังงานศักยจะสูงสุดเม่ือ 1sin =tω และคาพลังงานจลนจะสูงสุดเม่ือ 1cos =tω  
ดังนั้นจะไดพลังงานศักยสูงสุดของแผนบางรูปวงกลม 
 
 
 
           (2.15) 
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และพลังงานจลนสูงสุดของแผนบางรูปวงกลม คือ 
 

 θωρ π
ddrrWhT

a

∫ ∫=
2

0 0

2
2

max 2
        (2.16) 

 
  เม่ือประยุกตใชในกรณีของแผนบางรูปวงแหวนขอบในยึดแนนและขอบนอกปลอย
อิสระจากหลักของเรยเล-ริทซสามารถสมมุติใหรูปรางโหมด ),( θrW ใหอยูในรูปอนุกรมดังนี้ 

 ∑
=

=
n

i
ii rWcrW

1
),(),( θθ        (2.17) 

  โดยท่ี ci เปนคาคงท่ีและ ),( θrWi เปนฟงกช่ันท่ีอิสระตอกันซ่ึงสอดคลองกับเง่ือนไขท่ี
ขอบ เม่ือพิจารณาจากรูป 2.3 ขอบ r = b การแอนและความชันมีคาเปนศูนย คือ 
 
 0=W          (2.18 ก) 
 

 0=
∂
∂
r
W           (2.18 ข) 

 
  ท่ีขอบ r = a แรงเฉือนและโมเมนตดัดมีคาเปนศูนย คือ 
 

 0],1,1(1)1()([ 2
2 =−−+∇

∂
∂

θθθθν W
r

W
rr

W
r r     (2.19 ก) 

 

 0)],1,1(,[ 2 =++ θθν W
r

W
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W rrr       (2.19 ข) 

 

เม่ือ 2∇  คือ 2

2

22

2 11
θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

rrrr
 

 rW ,  คือ  
r
W
∂
∂  

 rrW ,  คือ 2

2

r
W

∂
∂  

 θθ,W  คือ 2

2

θ∂
∂ W  

 θθrW ,  คือ )(2

2

r
W
∂
∂

∂
∂
θ
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รูป 2.3 แผนบางรูปวงแหวนขอบดานในยดึแนน และขอบดานนอกปลอยอิสระ 
 
ดังนั้นเม่ือพิจารณาพลังงานศักยสูงสุดของแผนบางรูปวงแหวนซ่ึงเง่ือนไขขอบท่ี r จากขอบใน
(r=b) ถึงขอบนอก(r=a) และ θ จาก 0 - 2π แลวสามารถจัดรูปสมการ (2.15), (2.16) ใหมไดดังนี้ 
 

 

drdrW
rr

W
rr

W
rr

W

W
rr

W
rr

WDU
a

b

θ
θ

ν
θ

ν

θ
π

⎥
⎥
⎦

⎤

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−−

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫ ∫
2

2

2
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2
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2

22

2
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1)1(211)1(2

11
2

(2.20) 

 
และพลังงานจลนสูงสุดของแผนบางรูปวงแหวน คือ 
 

 θωρ π
ddrrWhT

a

b∫ ∫=
2

0

2
2

max 2
        (2.21) 

 
  ถาการกระจัดของแผนบางรูปวงแหวนสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเชิงเรขาคณิต และแผน
บางอยูในสภาพสมดุลแลวพลังงานรวมท่ีเกิดข้ึนมีคาตํ่าสุด และเม่ือเทียบอนุพันธยอยของผลตาง
ของพลังงานศักย และพลังงานจลนกับคาคงท่ี cj จะเปนไปตามสมการ (2.22) 
 

 ( )
0maxmax =

∂
−∂

jc
TU     i = 1,2,3,…n      (2.22) 

 

b 
a 

x 

y 
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จากสมการ (2.22) จะแยก ω2 ออกจากสมการเพ่ือความสะดวกในการคํานวณ จึงไดจดัใหสมการอยู
ในรูปของ U* และ T* ดังนี ้
 

 ( )
jjj c
T

c
U

c
TU

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
−∂ *

2
*

maxmax ω       (2.23) 

เม่ือ 
 
 
           (2.24) 
 
 

 θρ π
ddrrWhT

a

b∫ ∫=
2

0

2*

2
      (2.25) 

 
เม่ือแทนสมการ (2.17) ลงใน (2.24), (2.25) สามารถจัดรูปใหมของ ** ,TU  ไดดังนี ้
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และเม่ือทําการหาอนุพันธของสมการ (ซ), (ฌ) เทียบกับ cj จะได 
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 ( ) θρ
π

ddrrWWch
c
T a

b ji

n

i
i

j
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=

=
∂
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0
1

*

     (2.27) 

 
ให kij และ mij เปนคาการอินทิเกรตของสมการ (2.26) , (2.27) ดังนี ้
 
 
 
 
 
 
           (2.28) 
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 ( ) θ
π

ddrrWWm
a

b jiij ∫ ∫=
2

0
      (2.29) 

 
จากกรณี kij=kji,mij=mji เม่ือนําสมการ (2.28),(2.29) แทนลงใน (2.26) , (2.27) จากนัน้นําสมการท่ีได
แทนลงในสมการ (2.23) จะได 
 

 ( ) 0
1

2 =−∑
=

n

i
ijiji mhkDc ρω       (2.30) 

 
 เม่ือ  i=1,2,…,n 
  j=1,2,…,n 
 
ซ่ึงจะอยูในรูปของเมทริกซจํานวน n สมการ ผลเฉลยจากการหาคาเจาะจงจะทําใหไดความถ่ี
ธรรมชาติ (ω) จํานวน n คา 
 
2.3 รูปรางโหมด และความถี่ธรรมชาต ิ
  รูปรางโหมดของแผนบางรูปวงกลมสามารถแยกใหอยูในรูปของฟงกชันระหวาง r และ 
θ  ไดซ่ึงสามารถอธิบายรูปรางโหมดในรูปแบบของจํานวนเสนผานศูนยกลาง และจํานวนวงแหวน 
สําหรับดัชนีของตัวเลขโหนดเสนผานศูนยกลาง (nodal diameters) และตัวเลขโหนดวงแหวน 
(nodal circles) ของรูปรางโหมด ลําดับของดัชนีจะแตกตางกันไปแลวแตสํานักพิมพ สําหรับใน
งานวิจัยนี้รูปรางโหมดมี m โหนดวงแหวน ,n โหนดเสนผานศูนยกลาง และแสดงโดย (n,m) เปน
ลําดับในการแสดงรูปรางโหมด ดังรูป 2.4  
  ตัวอยางเชน ในกรณีโหมด (2,1) คือ รูปรางโหมดมี 1 โหนดวงแหวน, 2 โหนดเสนผาน
ศูนยกลาง สามารถอธิบายไดวาแผนบางรูปวงกลมไดเกิดการส่ันสะเท่ือนจากความถี่ธรรมชาติเปน
รูปรางซ่ึงจะแบงแผนบางเปน 4 สวนดวยเสนผานศูนยกลาง 2 เสนทํามุมฉากกัน และแบงแผน
วงกลมออกเปน 2 สวนตามแนวรัศมี 
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รูป 2.4 รูปรางโหมดแบบตาง ๆ 
 
  สําหรับการหาความถ่ีธรรมชาติ จะหาไดจากสมการ (2.30) เม่ือแทนคาลงใน  kij และ mij 
แลวจากนั้นแกสมการจะไดสมการความถ่ีธรรมชาติแสดงไดดังสมการ (2.31) ซ่ึงคา Ωn,m จะเปน
คาคงท่ีซ่ึงเปล่ียนไปตามเง่ือนไขแตละกรณี 
 

 
h
D

a
mn

mn ρ
ω 2

,
,

Ω
=        (2.31) 

 
 เม่ือ n  คือ  โหนดเสนผานศูนยกลาง 
  m  คือ  โหนดวงแหวน 
  Ω  คือ  สัมประสิทธ์ิความถ่ีธรรมชาติ  
  ω  คือ  ความถ่ีธรรมชาติ  
  a  คือ  รัศมีขอบนอกของแผนวงแหวน 
 
 
 

(0,0) 

(1,0) 

(2,0) 

(0,1) 

(1,1) 

(2,1) 
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2.4 วิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขท่ีเหมาะกับการแกปญหาทางวิศวกรรม
ท่ีมีความยุงยากซับซอนในการหาคําตอบ โดยแกปญหาใหอยูในรูปพีชคณิตแลวใชคอมพิวเตอร
คํานวณหาผลลัพธ มีหลักการสําคัญ คือ การแบงแบบจําลองออกเปนสวนยอย ๆ ท่ีเรียกวาเอลิเมนต
(Element) ใหมีความเหมาะสมกับแบบจําลอง ซ่ึงในแตละเอลิเมนตจะตอเช่ือมกันท่ีจุดตอ (Node) 
ซ่ึงเปนตําแหนงตัวแปรท่ีไมทราบคา โดยการสรางฟงกชันประมาณคาภายในเอลิเมนตให
สอดคลองกับสมการควบคุมทําใหไดสมการเฉพาะ (Local equation) สําหรับเอลิเมนตนั้น ๆ เม่ือนํา
สมการไฟไนตเอลิเมนตมาประกอบเขาดวยกันจะไดสมการรวม (Global equation) จากนั้นแก
สมการท่ีไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อหาตัวแปรไมทราบคาท่ีจุดตอ ภายใตสภาวะสมดุลของ
แรงภายนอก และเง่ือนไขท่ีขอบของแบบจําลอง สําหรับการวิเคราะหการส่ันสะเทือนโดยวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตนั้น เปนการวิเคราะหภายใตสภาวะสถิต ซ่ึงจะถือวาแรงกระทําจากภายนอกตอวัตถุมี
คาคงที่ หรือมีการเปล่ียนแปลงตามเวลาแตมีความถ่ีตํ่ามาก (นอยกวา 1/3 ของความถี่ธรรมชาติ
ตํ่าสุดของโครงสราง) สมการไฟไนตเอลิเมนตท่ัวไป ของการวิเคราะหการส่ัน คือ 
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      (2.32) 

 
 เม่ือ  [m]   คือ เมทริกซมวลของโครงสราง 
  [c]   คือ เมทริกซของความหนวงหนืด 
  [k]   คือ เมทริกซของคานิจวัสด ุ
  {D}  คือ เวกเตอรของกระจัด  
  {F}  คือ เวกเตอรของแรงกระทําเปล่ียนแปลงตามเวลา  
 
  ในการวิเคราะหเพื่อหาคาเจาะจง ในกรณีไมคิดผลจากคาแรงหนวงหนืด และเปนการส่ัน

อิสระ จะทําใหเทอม [ ]
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Dc  และ {F} มีคาเปนศูนย ดังนั้นจากสมการ (2.32) ลดรูปสมการได 
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เร่ิมตนสมมติการส่ันของทุกโหนดเปนดงัสมการ 
 
 { } { } ( )tAD ωsin=         (2.34) 
 
 เม่ือ  {A}  เปนเวคเตอรของแอมพลิจูด 
  ω  เปนความถ่ีของการส่ัน 
 
แทนสมการ (2.34) ลงในสมการ (2.33) จะได 
 
 [ ] [ ]( ){ } { }0=− Amk λ        (2.35) 
 
 เม่ือ  λ  คือ คาเจาะจงซึ่งเทากับ ω2 
 
และเม่ือคาแอมพลิจูด {A} มีคาไมเปนศูนยแลว ดังนัน้ 
 
 [ ] [ ]( ) { }0=− mk λ         (2.36) 
 
  ทําการแกสมการ (2.36) จะไดในเทอมของ λi โดยท่ีจํานวนของ λi จะเทากับจํานวณตัว
แปรที่พิจารณาในแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนต และเม่ือนําทุก ๆ เทอมของ λi แทนกลับไปท่ี
สมการ (2.35) แลวแกสมการก็จะไดเทอมของ {A} ซ่ึงเปนคาแอมพลิจูดของทุก ๆ โหนด ท่ีเปน
รูปรางการส่ันของความถ่ีนั้น โดยปกติแลวความถ่ีธรรมชาติท่ีตํ่าสุดจะเปนการส่ันท่ีเกิดข้ึนกอน 
และแอมพลิจูดของการส่ันสะเทือนนี้จะทําใหวัสดุเกิดการเสียหายได สําหรับโหมดการส่ันท่ีสูงข้ึน
ไปจะเกิดข้ึนไดเม่ือความถ่ีสูงข้ึน 


