
บทที่ 1 
บทนํา 

1.1 ท่ีมาและความสําคัญของปญหา 

 ปญหาดานวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตรจํานวนมากที่เกิดขึ้นรอบๆ ตัวเราสามารถ
อธิบายไดดวยโมเดลที่มีรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธซ่ึงแสดงคุณสมบัติเฉพาะของปญหาหรือ
ปรากฏการณนั้นๆ ผลลัพธที่ถูกตองของปญหานั้นๆ สวนใหญแลวยากที่จะหาไดดวยวิธีการเชิง
วิเคราะหหรือในบางครั้งอาจจะหาผลลัพธไมไดเลย เหตุผลดังกลาวกอใหเกิดวิธีการหาผลเฉลย
โดยประมาณขึ้น วิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณดวยคอมพิวเตอรที่ไดรับความนิยมอยางกวางขวาง
วิธีหนึ่งคือ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) ซ่ึงวิธีนี้สามารถนําไปใช
แกปญหาบนโดเมนที่มีรูปรางซับซอนแบบไหนก็ได 

 ในการหาผลเฉลยโดยประมาณโดยการคํานวณดวยคอมพิวเตอรส่ิงหนึ่งที่ตองคํานึงถึงคือ 
ความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณ ความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณจะเปนเทาไรนั้น
ขึ้นอยูกับคุณสมบัติเฉพาะของวิธีการที่นํามาใช และขึ้นอยูกับความตองการของผูใช เชน ปญหา
บางอยางตองการความแมนยําแคทศนิยม 2 ตําแหนง แตปญหาบางอยางอาจจะตองการความแมนยาํ
ของผลเฉลยโดยประมาณถึงทศนิยมหลักสูงๆ 

 สําหรับความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณที่ไดจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนตจะขึ้นอยูกับขนาดและจํานวนของเอลิเมนตที่ใช นั่นก็คือถาแบงโดเมนของปญหาหยาบ
ความแมนยําก็จะลดลง ตรงกันขามถาแบงโดเมนดวยเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากผลเฉลย
โดยประมาณที่ไดก็จะมีความใกลเคียงกับผลลัพธที่ถูกตองมากยิ่งขึ้น ในทางทฤษฎีปญหาของ
โดเมนที่มีจุดเอกฐาน (Singular Point) เชน โดเมนที่มีรูปรางเปนรูปหลายเหล่ียมใดๆ ในการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความจําเปนตองแบงพื้นที่บริเวณรอบจุดยอดดวยเอลิ
เมนตจํานวนมากกวาบริเวณอ่ืน [3] การใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากบริเวณรอบจุดเอกฐาน
เปนวิธีการหนึ่งที่สามารถเพิ่มความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณได แตทวาในกรณีนี้ยิ่งเอลิ
เมนตมีจํานวนมากขึ้นเทาไรการคํานวณก็จะเสียเวลามากตามไปดวย ในบางครั้งเพื่อใหไดมาซึ่ง
คําตอบของปญหาการคํานวณโดยใชเครื่องคอมพิวเตอรเพียงเครื่องเดียวอาจจะใชเวลานานมากจน
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ไมสามารถตอบสนองความตองการของผูใชได ในหลายกรณีอาจจะตองใชเทคโนโลยีอ่ืนเขามา
ชวยในการคํานวณ เชน การคํานวณแบบขนาน แตอยางไรก็ตามเทคโนโลยีนี้ก็ยังเปนเพียงแคตัว
ชวยที่เสริมเขาไปเพื่อชวยเพิ่มศักยภาพของการคํานวณเทานั้น แตหัวใจหลักของการคํานวณยังยึด
ติดกบัทฤษฎีของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

 วิธีการซิงคกาเลอรคิน (Sinc-Galerkin Method) [5, 6] เปนวิธีการหนึ่งที่ใชในแกปญหา
ที่มีจุดเอกฐาน และไดรับการพิสูจนทางทฤษฎีวาเปนกระบวนการแกปญหาที่มีจุดเอกฐานไดอยาง
แมนยําและรวดเร็วมาก [7, 8] แตวิธีการซิงคกาเลอรคินยังไมคอยเปนที่นิยมมากนัก เมื่อ
เปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เนื่องจากรูปรางของโดเมนถูกจํากัดอยูแครูป
ส่ีเหล่ียมผืนผาเทานั้น ในงานวิจัย [9] ไดนําเสนอหลักการการนําวิธีการซิงคกาเลอรคินไปใช
รวมกับวิธีการแบงโดเมนแบบซอนทับ (Overlapping Domain Decomposition Method) 

เพื่อใหวิธีการซิงคกาเลอรคิน สามารถนําไปใชไดกับโดเมนรูปหลายเหลี่ยมได เทคนิคที่นําเสนอคือ 
จะทําการแบงปญหาออกเปนปญหายอยหลายๆ ปญหา แลวแกปญหายอยทีละปญหาตามลําดับซ้ํา
ไปเร่ือยๆ จนกวาผลเฉลยโดยประมาณจะไมมีการเปลี่ยนแปลง แตถึงกระนั้นเนื่องจากโดเมนของ
ปญหายอยที่แบงจะถูกจํากัดอยูแครูปสี่เหล่ียมผืนผาเทานั้น จึงทําใหเทคนิคนี้ใชไดกับปญหาที่มีมุม
ภายในเปนมุมฉากเทานั้น เชน ปญหาในรูปที่ 1.1 สามารถใชวิธีการซิงคกาเลอรคินได แตปญหาใน
รูปที่ 1.2 ไมสามารถใชวิธีการซิงคกาเลอรคินได เปนตน 

 

 
รูปท่ี 1.1 การแบงโดเมนของรูปหลายเหลี่ยมที่มีมุมภายในเปนมุมฉาก 
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รูปท่ี 1.2 รูปหลายเหลี่ยมที่มมีุมภายในมากกวาหรือนอยกวา 90 องศา 

1.2 แนวทางในการแกปญหา 

จากปญหาที่ไดกลาวไปนี้ จึงทําใหเกิดแนวคิดที่จะหารูปแบบของโดเมนที่ทําใหการแบง
โดเมนมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น สามารถนําไปประยุกตใชกับโดเมนที่มีรูปรางซับซอน พรอมกัน
นั้นยังสามารถนําวิธีการซิงคกาเลอรคินไปใชในการคํานวณได  

จากคุณสมบัติของรูปหลายเหล่ียมใดๆ ซ่ึงเกิดจากเสนตรงหลายๆ เสนมาตอกัน จุดตอของ
เสนตรงทําใหเกิดเปนมุมจํานวนมากที่มีขนาดไมเทากัน แตไมวามุมภายในรูปหลายเหลี่ยมจะมีคา
เทาไรก็สามารถแบงโดเมนบริเวณจุดยอดทุกจุดไดดวยรูปพัด สวนที่รูปพัดคลุมไมไดก็สามารถนํา
รูปสี่เหล่ียมผืนผามาใชเพื่อปดพื้นที่ที่เหลือทั้งหมดได นั่นก็คือเราสามารถแบงโดเมนรูปหลาย
เหล่ียมใดๆ ไดดวยรูปพัดและรูปสี่เหล่ียมผืนผา ดังเชนตัวอยางในรูปที่ 1.3 

ดวยเหตุผลดังที่ไดกลาวมาแลวนั้น โจทยที่ตามมาก็คือ ทําอยางไรจึงจะสามารถนําวิธีการ
ซิงคกาเลอรคินไปแกปญหาบนโดเมนรูปพัดได ซ่ึงเปนวัตถุประสงคหลักของงานวิจัยในครั้งนี้ 

 

 
รูปท่ี 1.3 การแบงโดเมนเปนรูปสี่เหล่ียมผืนผาและรูปพดั 
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1.2.1 โมเดลของปญหา 

โมเดลของปญหาในงานวิจัยนี้กําหนดใหเปนสมการปวสซอง (Poisson equation) บน
โดเมนรูปพัด ซ่ึงสมการนี้เปนสมการพื้นฐานของสมการเชิงอนุพันธ เขาใจงาย หาผลลัพธที่ถูกตอง
ไดไมยากนักซึ่งเหมาะในการทดลองเชิงตัวเลขเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพของอัลกอริทึม 
 สมการปวสซองบนโดเมน Ω  ซ่ึงเปนรูปพัดมีรัศมี 0r  มุมภายใน α  สามารถแสดงไดดังนี ้
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          ),( θru :  ผลลัพธของสมการที่พิกัด ),( θr  

         )(θB :  ฟงกชันบนขอบเสนโคงที่โจทยกําหนด 
 

 

รูปท่ี 1.4 โดเมนรูปพัด Ω  

 การแกปญหาในระนาบสองมิติดวยวิธีการซิงคกาเลอรคินนั้น ในทางทฤษฎีก็คือการ
แกปญหาคาขอบเขตระหวางจุด 2 จุด (Two-Point Boundary Value Problem) ในแนวแกน x  

และแนวแกน y  ซ่ึงวิธีการซิงคกาเลอรคินสามารถแกปญหาคาขอบเขตระหวางจุด 2 จุดที่กําหนด
อยูในชวง ],[ ba  ชวง ),0[ ∞  และชวง ),( ∞−∞  ได [5] นั่นก็คือ ถานําคุณสมบัตินี้ไปประยุกตใชกับ
การแกปญหาบนระนาบสองมิติจะสามารถแกปญหาบนโดเมนที่มีรูปรางเหลานี้ได 
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- โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (Rectangular domain) ],[],[ dcba ×   

รูปท่ี 1.5 โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา (Rectangular domain) ],[],[ dcba ×  
 

- โดเมนรูปกึ่งอนันต (Semi-infinite domain) ],[),[ dc0 ×∞   

 
รูปท่ี 1.6 โดเมนรูปกึ่งอนันต (Semi-infinite domain) ],[),0[ dc×∞  
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- โดเมนรูปอนนัต (Infinite domain) ),(),( ∞−∞×∞−∞  

 
รูปท่ี 1.7 ที่โดเมนรูปอนันต (Infinite domain) ),(),( ∞−∞×∞−∞  

 ดังนั้นถาสามารถหาสมการที่แปลงพิกัดโดเมนที่กําหนดใหไปอยูในพิกัดของโดเมนที่มี
รูปรางดังที่กลาวไปแลวนั้นได ก็หมายความวาเราสามารถนําวิธีการซิงคกาเลอรคินไปใชในการ
แกปญหาไดนั่นเอง 

 ดวยเหตุผลดังกลาวในงานวิจัยนี้จึงเสนอการใชสมการ 

   )log( 0)( reηr −−== ηϕ                 (1.2) 

 ซ่ึงสมการนี้สามารถยายระบบพิกัด ),( θr  ของรูปพัดไปยังระบบพิกัด ),( θη  ซ่ึงเปนพิกัด
ของโดเมนรูปกึ่งอนันตได การแปลงระบบพิกัดดวยสมการ (1.2) นี้จะแปลงโจทยในสมการ (1.1) 

ไปเปนการหาคําตอบของสมการ  
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และ 2

2

2

2
2

θη ∂
∂+

∂
∂=∇ηθ  คือตัวดําเนินการบนพิกัด ),( θη  ซ่ึงมีรูปแบบเหมือนกับตัวดําเนินการ

บนระบบพิกัด  ),( yx  นอกจากนั้นโดเมนรูปพัด  จะถูกแปลงไปเปนโดเมนรูปกึ่ งอนันต 
],0[),0[ α×∞=Ω

)
 ดังรูปที่ 1.8 

 

รูปท่ี 1.8 โดเมนรูปกึ่งอนันต Ω̂  

การแปลงปญหาจากปญหาบนโดเมนรูปพัดไปเปนปญหาบนโดเมนรูปกึ่งอนันตนี้ทําใหเรา
สามารถนําวิธีการซิงคกาเลอรคินไปประยุกตใชในการแกปญหาได 
 
1.3 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 1.3.1 เพื่อศึกษาเทคนิคและอลักอริทึมที่ทําใหวิธีการซิงคกาเลอรคินสามารถนําไปใชกับ
โดเมนรูปพัดได 
 1.3.2 เพื่อนําเสนอทางเลือกใหมที่มีประสิทธิภาพสําหรับผูที่ตองการแกสมการอนุพนัธ
แบบเวลาจริง (Real Time) 

1.4 ขอบเขตของการวิจัย 

 1.4.1 รูปรางโดเมนของปญหากําหนดใหเปนรูปพัด 

 1.4.2 ทําการประเมินประสิทธิภาพของอัลกอริทึมโดยการแกสมการปวสซองในโดเมน 2 
มิติ 
1.5 ประโยชนท่ีจะไดรับจากการวิจัย 

สามารถนํ าอัลกอริทึมที่ ได ไปประยุกตใชร วมกับวิ ธีการแบงโดเมน  (Domain 

Decomposition Method) เพื่อแกปญหาบนโดเมนที่มีรูปรางซับซอนได และยังสามารถนําไป

)0,0(  

),0( α  
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ประยุกตใชในการแกปญหาอื่นๆ ทางวิศวกรรม เชน สมการการถายเทความรอน สมการของไหล
ประเภทตางๆ เปนตน 

 

1.6 สรุปสาระสําคัญจากเอกสารที่เก่ียวของ 

ปราโมทย   เดชะอํ าไพ  [1] ไดอ ธิบายถึ งการแกปญหาสมการเชิงอนุพันธทาง
วิศวกรรมศาสตร โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ในการสรางสมการเชิงอนุพันธที่สอดคลอง
กับปญหาตางๆ สามารถทําไดไมยุงยาก แตการหาผลลัพธที่ถูกตอง (Exact Solution) นั้นคอนขาง
ยากดวยวิธีการเชิงวิเคราะห (Analytical Method) ดวยเหตุนี้จึงทําใหเกิดวิธีการหาผลเฉลย
โดยประมาณ (Approximate Solution) ขึ้น ซ่ึงวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณนั้นมีหลายวิธี แต
วิธีที่ไดรับความนิยมกันอยางกวางขวางวิธีหนึ่ง คือ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element 

Method) 

I. Babuska [3] เสนอวิธีการแกปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขอบเขต
แบบโคงบนขอบของพื้นที่ กลาววาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการคํานวณหาผลเฉลย
โดยประมาณของปญหา ที่แบงโดเมนของปญหา ใหเปนสวนยอยเล็กๆ จํานวนมากที่เรียกวาเอลิ-
เมนต แลวทําการสรางสมการของแตละเอลิเมนต ใหสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธของปญหา
นั้น ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนี้ สามารถนําไปใชแกปญหาบนโดเมนที่มีรูปรางซับซอนแบบไหน
ก็ได แตในทางทฤษฎีความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณที่ไดนั้น จะขึ้นอยูกับขนาดและจํานวน
ของเอลิเมนตที่ใช นั่นคือถาตองการผลลัพธที่มีความแมนยําสูง ตองแบงโดเมนของปญหาดวยเอลิ-
เมนตจํานวนมาก สงผลใหการคํานวณตองใชเวลามากตามไปดวย 

 F. Stenger [5] อธิบายวิธีการซิงค (Sinc methods) ในการแกปญหาเชิงตัวเลขแบบตางๆ 

 F. Stenger [6] นําเสนอวิธีการซิงคกาเลอรคิน ในการประมาณคาเชิงเสนและไมเปนเชิง
เสนของสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง โดยไมตองทําการใชการอินทิกรัลเชิงตัวเลข คาความคลาด
เคลื่อนของผลเฉลยโดยประมาณเทากับ )(

2/1 dcNeO −  

 A. Nurmuhammad, M. Muhammad, M. Mori and M. Sugihara [7] พิสูจนวาการ
นําสมการแปลงแบบดับเบิลเอกโปเนนเชียลไปใชในการหาคาอินทิกรัลของฟงกชันซิงค สามารถ
ทําใหคาความคลาดเคลื่อนลดลงอยางรวดเร็วในอัตรา )( )log/( NcNeO −  

 K. Tanaka, M. Sugihara and K. Marota [8] พิสูจนวาการนําสมการแปลงแบบดับเบิล
เอกโปเนนเชียลไปประยุกตใชกับวิธีการซิงคกาเลอรคิน สามารถแกปญหาเอกภาพ (Singular 
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problem)  ได อย า งมี ประ สิทธิภ าพ  โดยค าคว ามผิ ดพลาดในการประมาณค า เท ากั บ 
)( )log/( NcNeO −  

 N. J. Lybeck and K. L. Bowers [9] นําวิธีการซิงคมาใชรวมกับวิธีการแบงโดเมน 
(Domain Decomposition Method) เพื่อใชแกปญหาเอกภาพ (Singular problem) ที่มีรูปทรง
ซับซอนโดยการแบงโดเมนของปญหาเปนโดเมนยอยรูปสี่เหล่ียมผืนผา และทําการเปรียบเทียบ
วิธีการซิงคกาเลอรคิน (Sinc-Galerkin) กับ วิธีการซิงคคอลโลเคชัน (Sinc-collocation 

method) โดยนํามาใชกับวิธีการแบงโดเมนแบบซอนทับและวิธีการแบงโดเมนแบบไมซอนทับ 
(Patching domain decomposition method)  

 M. El-gmael [11] ใชวิธีการซิงคกาเลอคินในการแกไขปญหาการแพรกระจายไมเปน
ระเบียบ (Singularly-perturbed reaction-diffusion problem) โดยทดลองแกปญหา 4 ตัวอยาง
เปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และวิธีการลดอันดับ (the method of reduction of 

order) ซ่ึงวิธีการซิงคกาเลอรคินใหคําตอบแมนยํามากที่สุด 

 K. Sanoe, K. L. Bowers [12] เสนอวิธีการซิงคกาเลอรคินแบบเต็มกับสมการเชิง
อนุพันธที่ซับซอน กับปญหาคาขอบเขตเวลา โดยจัดระบบซิงคกาเลอรคินแบบไมตอเนื่องดวย
วิธีการคูณแบบโครเนคเกอร (Kronecker product) ผลลัพธที่ไดจากการคํานวนเชิงตัวเลขแสดงให
เห็นวาวิธีการซิงคกาเลอรคินมีประสิทธิภาพสูงมาก 

Tiangtae N. และ Sugiura H.[13] อธิบายเรื่องการหาผลเฉลยของสมการปวสซองบน
โดเมนรูปพัด โดยใชการประมาณของลีเจนดรี-กาเลอรคิน (Legendre-Galerkin) หลักการสําคัญ
ในการแกปญหาคือการที่แปลงโดเมนรูปพัดใหอยูในรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส โดยใชกระบวนการดับเบิล
เอกโปเนนเชียล จากการทดลองเชิงตัวเลขพบวาคาความผิดพลาดจะลูเขาอยางรวดเร็วในรูปแบบ
ของฟงกชันเอกโปเนนเชียล 

Tiangtae N. และ Sugiura H. [14] เสนอวิธีการ โคไซน- เชปปรีส-กาเลอรคิน (Cosine-

Chebyshev-Galerkin) เพื่อแกปญหาสมการปวสซองบนโดเมนรูปพัด ผลการทดลองเชิงตัวเลข
พบวาผลเฉลยโดยประมาณมีความแมนยําสูงพอๆ กับวิธีการลีเจนดรี-กาเลอรคิน (Legendre-

Galerkin) และระยะชวงที่ใชในการคํานวณสั้นมากเนื่องจากสามารถนําฟาสตฟูเรียรทรานฟอรม 
(Fast Fourier Transform) มาใชในการประมวลผลได 

 


