
บทที่ 2 

ทฤษฎีท่ีเกี่ยวของ 

วิธีการซิงคกาเลอรคินเปนวิธีการแกปญหาคาขอบเขตที่มีพื้นฐานมาจากวิธีการกาเลอรคิน
(Galerkin method) ในบทนี้จะอธิบายพื้นฐานของวิธีการกาเลอรคินและวิธีการนําฟงกชันพื้นฐาน 
(Basis function) มาใชในการสรางระบบสมการเชิงเสน นอกจากนั้นจะอธิบายเกี่ยวกับวิธีการเชิง
ตัวเลขที่ใชในการหาคาอินทิกรัล และแสดงผลการทดลองที่สนับสนุนประสิทธิภาพของวิธีการ
เหลานั้น 

2.1 วิธีการกาเลอรคิน (Galerkin method) 

วิธีการกาเลอรคินเปนวิธีที่ใชในการแกปญหาเชิงอนุพันธ ถูกนําไปประยุกตใชในการ
แกปญหาทั้งดานวิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร ยกตัวอยางเชน สมมติวาตองการแกสมการปวส
ซองซึ่งเปนปญหาคาขอบเขต (Boundary value problem) โดยกําหนดใหสมการปวสซองมี
รูปแบบดังตอไปนี้ 
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รูปท่ี 2.1 ผลเฉลยแมนยํา )(xu

)(xu  

ax =  bx =  



 
 

11 

จากที่กลาวไปแลวขางตน ผลเฉลยแมนยําของปญหาคาขอบเขตสวนใหญแลวยากที่จะหา
ไดดวยวิธีการวิเคราะห สําหรับวิธีการกาเลอรคินจะสมมติวาผลเฉลยแมนยําของสมการปวสซอง
สามารถแสดงอยูในรูป 

   L+++== ∑
∞

=

)()()()()( 221100
0

xcxcxcxcxu
i

ii ϕϕϕϕ          (2.2) 

โดยที่ ic  คือคาสัมประสิทธิ์ และ )(xiϕ  คือฟงกชันพื้นฐาน (Basis function) ซ่ึงสมการ (2.2) นี้มี
ความหมายวาผลเฉลยแมนยําสามารถหาไดจากผลรวมของคาสัมประสิทธิ์ ic  คูณกับฟงกชัน
พื้นฐาน ที่มีจํานวนอนันต แตในการคํานวณดานคอมพิวเตอร เราไมสามารถนําฟงกชันพื้นฐาน
เหลานี้มาบวกกันจนถึงคาอนันตได ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองกําหนดจํานวนของฟงกชันพื้นฐาน
ใหชัดเจน จากเหตุผลนี้ถากําหนดให )(ˆ xu  เปนผลเฉลยโดยประมาณของ )(xu จะได 

      )()()()()()(ˆ 11221100

1

0

xcxcxcxcxccxu nnnn

n

i
ii ++

+

=

+++++==∑ ϕϕϕϕϕϕ L       (2.3) 

 จากสมการ (2.2) และ (2.3) จะเห็นวาฟงกชัน )(ˆ xu เปนเพียงผลเฉลยโดยประมาณของ 
)(xu  ดังนั้นถากําหนดให )(xR คือคาเศษตกคาง (Residual value) จะได 

   ( ))(ˆ)()( 2 xuxfxR ∇−−=               (2.4) 

 จากสมการ (2.3) จะเห็นไดวาคาเศษตกคางจะไมเทากับศูนย เนื่องจาก )(ˆ xu  ไมใชคําตอบ
ที่ถูกตองของปญหาแตเปนเพียงผลเฉลยโดยประมาณเทานั้น 
 วิธีการกาเลอรคินเปนวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคาง (Weighted residual method) 
ประเภทหนึ่ง โดยเราจะเลือกฟงกชัน )(xv  ขึ้นมาโดยที่ )(xv  คือ ฟงกชันถวงน้ําหนัก (Weight 

function) ที่ทําให 

   ∫ =
b

a
dxxvxR 0)()(                (2.5) 

 ถากําหนดให 0)()( == bvav  จะได 
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ดังนั้นจากสมการ (2.4) และ (2.5) จะได 

  ∫∫ =
b

a

b

a
vdxxfdx

dx
dv

dx
ud )(ˆ                (2.6) 

 ในวิธีการกาเลอรคินจะกําหนดใหฟงกชันถวงน้ําหนกัเทากับฟงกชันพืน้ฐานที่จะนําไปใช
สรางผลเฉลยโดยประมาณโดยที ่
   )()( xxv iϕ=   

 ดังนั้นจากสมการ (2.3) คาทางดานซายมือของสมการ (2.6) สามารถแปลงอยูในรูป 
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 สวนคาทางดานขวามือของสมการ (2.6) จะแสดงอยูในรูป 
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 ดังนั้นถากําหนดให 
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 จากสมการ (2.6) จะไดระบบสมการเชิงเสน 
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ซ่ึงสามารถเขียนอยูในรูปเมทริกซไดดังนี ้
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 จากสมการ (2.11) ถาสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ ),,2,1( nici L= ไดก็หมายความวาเรา
สามารถหาคา )(ˆ xu  ซ่ึงเปนผลเฉลยโดยประมาณของ )(xu  ไดนั่นเอง 

 วิธีการกาเลอรคินถูกนําไปประยุกตใชในการแกปญหามากมาย ซ่ึงระเบียบวิธีการตางๆ ที่
ถูกนําเสนอนั้นจะมีพื้นฐานคลายกัน แตจะแตกตางกันอยูที่ฟงกชันพื้นฐานที่เลือก ยกตัวอยางเชน 
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ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต [1] ซ่ึงเปนวิธีการที่ไดรับความนิยมมากในการแกปญหาทางดาน
วิทยาศาสตรและวิศวกรรมศาสตร ฟงกชันพื้นฐาน )(xjϕ  ของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะ
แสดงอยูในรูป 
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 จากสมการ (2.12) จะเห็นวาฟงกชันพื้นฐาน )(xjϕ  มีรูปรางเหมือนรูปสามเหลี่ยมซึ่งมี
ความสูงเทากับ 1 ดังรูปที่ 2.2 ในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมที่มี ),( 11 +− ii xx  เปน
ฐานมีความสูงเทากับ 1 นี้เราเรียกวาเอลิเมนต 

 

รูปท่ี 2.2 กราฟฟงกชันพืน้ฐาน jϕ  

 จากคุณสมบัติของ )(xjϕ  ถากําหนดให ixx = จะได 
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 ดังนั้นผลเฉลยโดยประมาณที่ตําแหนง ix คือ 

)()()()()()()(ˆ 11

1

0
221100 inniii

n

j
iiiijji xcxcxcxcxcxcxu ++

+

=

++++++==∑ ϕϕϕϕϕϕ LL  

  )( iii xc ϕ=  

  ic=  

 สมการนี้มีความหมายวา  ถา )(ˆ ixu คือผลเฉลยโดยประมาณของ )(xu ที่จุด ix คา
สัมประสิทธิ์ ic  ก็คือผลเฉลยโดยประมาณของ )(xu ที่จุด ix  นั่นเอง 
 ดังนั้นจากสมการ (2.9) และ (2.11) จะได 
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 สรุปคือถาเราสามารถแกระบบสมการเชิงเสน (2.13) ได คา ),,2,1( nici L=  ที่คํานวณ
ไดก็คือผลเฉลยโดยประมาณของ )(xu  บนจุด ix  นั่นเอง ถานําผลเฉลยโดยประมาณไปเขียนเปน
กราฟจะไดกราฟดังรูปที่ 2.3  

 
รูปท่ี 2.3 ผลเฉลยโดยประมาณและผลเฉลยแมนยํา 

 จากที่ไดกลาวไปนี้เปนตัวอยางการสรางระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการประมาณคา ดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงเปนหนึ่งในวิธีการกาเลอรคิน ถาเลือกฟงกชันพื้นฐาน )(xiϕ  
แตกตางจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต อัตราความคลาดเคลื่อนของผลเฉลยโดยประมาณก็จะ
แตกตางกันไปแลวแตคุณสมบัติของฟงกชันพื้นฐานที่ใช [4, 13, 14] 

2.2 การอินทิกรัลดวยวิธีการเชิงตัวเลข 

 จากสมการ (2.9) จะเห็นวาการคํานวณหาผลเฉลยโดยประมาณมีความจําเปนตองหาคา
อินทิกรัล เพื่อสรางระบบสมการเชิงเสน การอินทิกรัลฟงกชันใดๆ โดยวิธีวิเคราะหนั้นทําไดยาก
หรือในบางครั้งอาจจะหาคาไมไดเลย ดังนั้นในการหาผลเฉลยโดยประมาณของปญหาสวนมาก
จําเปนตองใชวิธีการเชิงตัวเลขในการหาคาอินทิกรัล 

  การหาคาอินทิกรัลเชิงตัวเลขนั้น จะใชความหมายทางเรขาคณิตของอินทิกรัลจํากัดเขต คือ 
การนําพื้นที่ใตกราฟของฟงกชันที่เราตองการอินทิกรัลมาประยุกตใช โดยแบงสวนของพื้นที่ใต
กราฟออกเปนสวนยอยๆ และทําการประมาณคาหาพื้นที่แตละสวนยอย จากนั้นนําคาที่ไดมา

)(xu  

)(ˆ xu  

a  b  
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รวมกัน ก็จะไดคาโดยประมาณของอินทิกรัลจํากัดเขตที่ตองการ คําตอบที่ไดโดยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขนี้เปนคําตอบโดยประมาณ ไมใชคําตอบที่แทจริงดังนั้นเราจึงจําเปนที่จะตองทราบขอบเขต
คาคลาดเคลื่อนของแตละวิธีไดดวย 

 ถากําหนดใหคาอินทิกรัลแบบจํากัดเขตของฟงกชัน )(xf ใชชวง a  ถึง b  คือ 

   ∫=
b

a
dxxfI )(                 (2.14) 

โดยที่คา )(af และ )(bf สามารถคํานวณหาไดดังรูป 2.4 

 

รูปท่ี 2.4 รูปสี่เหล่ียมคางหมใูตกราฟ I  
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โดยที่ T  คือพื้นที่รูปสี่เหล่ียมคางหมูดังรูปที่ 2.5 ซ่ึงเปนคาโดยประมาณของ I  

 
รูปท่ี 2.5 รูปสี่เหล่ียมคางหมใูตกราฟ T  

ตัวอยางที่ 1 

 คาอินทิกรัลของฟงกชัน xe−  ในชวง ]1,0[  คํานวณหาใหดังนี้ 
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รูปท่ี 2.6 พื้นทีใ่ตกราฟฟงกชัน xe−  

ถานํากฎสี่เหล่ียมคางหมูมาใชในการคํานวณหาคาโดยประมาณของ I จะได 
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รูปท่ี 2.7 คาอินทิกรัล T  

 ในตัวอยางนี้จะเห็นวาคาโดยประมาณที่ไดยังมีความคลาดเคลื่อนสูง ในกรณีนี้เราสามารถ
เพิ่มความแมนยําของคาอินทิกรัลไดโดยแบงชวงของอินทิกรัลจํากัดเขต ],[ ba  ออกเปนชวงยอยๆ 
สมมติวาแบงชวง ],[ ba  ออกเปน 2 สวนดังรูปที่ 2.8 จะได 
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รูปท่ี 2.8 การอินทิกรัลโดยแบงชวงออกเปน 2 สวน 

y  

x  0  1 

T  

คาความคลาดเคลื่อน

)(xf  

0f  
2f  

h  

1f  

h  
0x  

2x  1x  



 
 

18 

ตัวอยางที่ 2 

 จากตัวอยางที่ 1 ถานําสมการ (2.15) มาใชในการหาคาอินทิกรัลจะได 
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รูปท่ี 2.9 พื้นทีใ่ตกราฟฟงกชัน xe−  

 

รูปท่ี 2.10 คาอินทิกรัล T เมื่อแบงการคํานวณออกเปน 2 ชวง 
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 จากตัวอยางนี้จะเห็นไดวา คาโดยประมาณที่ไดจะใกลเคียงกับคําตอบที่ถูกตองกวาการ
คํานวณในตัวอยางที่ 1 ดังนั้นในการหาคาอินทิกรัลดวยกฎสี่เหล่ียมคางหมู ถาตองการเพิ่มความ
แมนยําของการคํานวณ จะทําการแบงชวงของการอินทิกรัล ออกเปนชวงยอยๆ n  ชวงแลวนําสูตร
การประมาณคาทุกชวงมารวมกัน 

ถากําหนดให  

   nkkhaxxffn
abh kkk ,,1,0,),(, L=+==−=  

จะได 

   )222(
2 1210 nn fffffhT +++++= −L             (2.16) 

 เมื่อเรานําสมการ (2.16) ไปคํานวณหาคาอินทิกรัลในโจทยขอเดียวกันของตัวอยางที่ 1 จะ
ไดผลลัพธและคาความคลาดเคลื่อนดังตารางที่ 2.1 

ตารางที่ 2.1 ผลลัพธและคาความผิดพลาดจํานวนชวง n  

n  T  คาความคลาดเคลื่อน IT −  

1 0.683939720585721 5.18E-02 

2 0.645235190149177 1.31E-02 

3 0.637962716730701 5.84E-03 

4 0.635409429027693 3.29E-03 

5 0.634226223982118 2.11E-03 

6 0.633583123883738 1.46E-03 

7 0.633195228311987 1.07E-03 

8 0.632943418210480 8.23E-04 

 จากตารางที่ 2.1 แสดงใหเห็นวาเมื่อคา n  เพิ่มขึ้นคาความคลาดเคลื่อนจะลดลงซึ่งสามารถ
แสดงกราฟความสัมพันธไดในรูปที่ 2.11 
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รูปท่ี 2.11 คาความคลาดเคลื่อน IT −  

 ในทางทฤษฎีคาความคลาดเคลื่อนE ของกฎสี่เหล่ียมคางหมูคือ 

   ∫ ′−′=′′≅−=
nx

x
n xfxfhdxxfhITE

0

))()((
12

)(
12 0

22
           (2.17) 

ซ่ึงมีความหมายวา คาความคลาดเคลื่อนจะผกผันตาม 2h  

 กฎสี่เหล่ียมคางหมูนี้เปนวิธีการพื้นฐานที่งายตอการคํานวณและการนําไปใช แตไมใชกฎที่
มีประสิทธิภาพสําหรับการหาคาอินทิกรัลของฟงกชันใดๆ แตถึงกระนั้นกฎสี่เหล่ียมคางหมูกย็ังมี
ประสิทธิภาพสูงมากทั้งในเรื่องความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณและความเรว็ในการคํานวณ
สําหรับการหาคาอินทิกรัลของฟงกชันลูเขาอยางรวดเรว็ (Rapid convergence function) ในชวง 

),( ∞−∞  [7, 8] 

 ฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็วคือฟงกชันที่มีคาลูเขาหา 0  อยางรวดเร็วเมื่อ ∞→x  ในกรณีนี้
ถา a  คือคาที่เล็กมากและ 0>a  เราสามารถคิดไดวา 0)( ≅xf เมื่อ ax >  ดังรูปที่ 2.12 

1 2 3 4 5 6 7 8

110−  

210−  

310−  

410−  n

IT −  
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รูปท่ี 2.12 ฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็ว 

 จากเหตุผลนี้ ถาตองการหาคาอินทิกรัลของฟงกชันใดๆ ดวยกฎสี่เหล่ียมคางหมู เรา
สามารถคํานวณหาคาอินทิกรัลไดอยางแมนยํา ถาสามารถแปลงฟงกชันนั้นใหเปนฟงกชันลูเขา
อยางรวดเร็วได 

2.3 การแปลงฟงกชนัใหเปนฟงกชนัลูเขาอยางรวดเร็ว 

 ถากําหนดให )(),( −∞== ϕϕ atx  และ )(∞=ϕb  จะได 

   ∫∫
∞

∞−
= dttgdxxf

b

a
)()(               (2.18) 

โดยที ่

   )())(()( ttftg ϕϕ ′=                 (2.19) 

 สมการ (2.18) มีความหมายวา เราสามารถหาคาอินทิกรัลแบบจํากัดเขตของ )(xf  ในชวง 
],[ ba  โดยการคํานวณหาคาอินทิกรัลของ )(xg ในชวง ),( ∞−∞  แทนได นอกจากนั้นยังสามารถ

นํากฎสี่เหล่ียมคางหมูมาใชในการหาคาอินทิกรัลได ถาฟงกชัน )(tg  เปนฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็ว 

ถากําหนดให h  คือขนาดของชวง (Step size) จะได 

   ∑∑∫
−=−=

∞

∞−
′==

n

ml

n

ml

lhlhfhlhgdttg )())(()()( ϕϕ             (2.20) 

โดยที ่ m  และ n  เปนคาคงที่ที่กาํหนดขึ้นเพื่อให )(lhg มีขนาดเล็กมาก เมื่อ ml −≤ และ nl ≥  

 สูตรที่ใชแปลงฟงกชันใหอยูในรูปของฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็วแสดงไดดังนี ้
 2.3.1 การหาคาอินทิกรัลในชวง ],[ ba  
 Double Exponential  

  
2

)sinh
2

tanh(
2

)( abtabt −+−= πϕ , 
)sinh

2
(cosh2

cosh
2)(
2 t

tab
t

π

π
ϕ

−

=′       (2.21) 

 

a− a  

)(xf  
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รูปท่ี 13 การแปลงฟงกชัน )(xf ในชวง ],[ ba  ใหอยูในรูปฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็ว )(tg  

 2.3.2. การหาคาอินทิกรัลในชวง ),0[ ∞  
 Double Exponential 

  )sinh2exp()( tt πϕ = , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ttt sinh2exp)cosh(2)( ππϕ              (2.22) 

 

 

รูปท่ี 14 การแปลงฟงกชัน )(xf ในชวง ),0[ ∞  

 2.3.3. การหาคาอินทิกรัลในชวง ),( ∞−∞  

 Double Exponential 

  )sinh2sinh()( tt πϕ = , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′ ttt sinh2cosh)(cosh2)( ππϕ          (2.23) 

 

 

รูปท่ี 15 การแปลงฟงกชัน )(xf ในชวง ),( ∞−∞  ใหอยูในรูปฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็ว )(tg  

a  b  ∞− ∞

)(xf )(tg  

x t

∞−

)(xf  )(tg  

x
 0  ∞

)(xf  )(tg  

tx
∞∞−∞−  ∞

t



 
 

23 

 สูตรในสมการ (2.21) (2.22) และ (2.23) มช่ืีอเรียกวาสมการดับเบิลเอกโปเนนเชยีล 
(Double exponential equation) ซ่ึงสูตรที่ใชในการแปลงฟงกชันใหเปนฟงกชันลูเขาอยาง
รวดเร็ว [7, 8] 
 

ตัวอยางที่ 3 

 คาอินทิกรัลของฟงกชัน 
)1(

1)( 2 +
=

x
xf ในชวง ),( ∞−∞  คือ 

  ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
=== K8979323841415926535.3)()( πdttgdxxf  

 โดยที่ )(tg  เปนฟงกชันที่ถูกแปลงใหเปนฟงกชันลูเขาอยางรวดเร็วดังรูปที่ 2.16 

 
รูปท่ี 2.16 ฟงกชัน )(xf และฟงกชัน )(xg  ในชวง ),( ∞−∞  

 เมื่อนํากฎสี่เหล่ียมคางหมูมาคํานวณหาคาอินทิกรัลจะได 

    Tlhlhfhdttg
n

ml

=′≈ ∑∫
−=

∞

∞−
)())(()( ϕϕ  

ถาให 25.0=h และ 6== nm  จะได 

    ∑
−=

′=
6

6

)())((25.0
l

lhlhfT ϕϕ  

1.5 

0.5 

1 

0 -2 2 4 -4 

)(xgy =  

y

)(xfy =

x
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ตารางที่ 2.2 ตารางแสดงผลการหาคาอินทกิรัลดวยการแปลงแบบดับเบิลเอกโปเนนเชียล 

m  n  T  
1 1 2.50325253633212 
2 2 3.12614519550573 
3 3 3.14159146144611 
4 4 3.14159265358979 
5 5 3.14159265358979 
6 6 3.14159265358979 

 จากตัวอยางนี้จะเห็นวาความแมนยําของผลเฉลยโดยประมาณที่ใชดับเบิลเอกโปเนนเชียล 
ถูกตองถึงทศนิยม 14 หลักโดยมีจํานวนชวงเพียง 13 ชวงเทานั้น 

สมมติวาถาไมมีการแปลงฟงกชันกอนการหาคาอินทิกรัลจะไดผลลัพธดังตารางที่ 2.3 

ตารางที่ 2.3 ตารางแสดงผลการหาคาอินทกิรัลที่ไมมีการแปลงฟงกชัน 
m  n  T  
1 1 1.56558823529412 
2 2 2.21263326343671 
3 3 2.49746716806615 
4 4 2.65134716346583 
5 5 2.74664750954677 
6 6 2.81120402046100  
7 7 2.85774022511290  
8 8 2.89284322418883 
9 9 2.92025033027597 
10 10 2.94223492832599 
11 11 2.96025748396912 
12 12 2.97529830029351 
13 13 2.98803950041182 
14 14 2.99897020912869 
15 15 3.00845020811644 
16 16 3.01674998715959 
17 17 3.02407679715856 
18 18 3.0305920930146  
19 19 3.03642350993409 
20 20 3.04167327110818 
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 จากตารางที่ 2.2 และ 2.3 จะเห็นวาการแปลงฟงกชันใหอยูในรูปของฟงกชันลูเขาอยาง
รวดเร็วกอนการคํานวณจะทําใหผลการหาคาอินทิกรัลดวยกฎสี่เหล่ียมคางหมูมีความแมนยําสูงขึ้น
มากกวาไมแปลงฟงกชัน ในทางทฤษฎีการแปลงฟงกชันโดยใชดับเบิลเอกโปเนนเชียลจะทําใหคา
ความคลาดเคลื่อนลดลงอยางรวดเร็วในอัตรา )( )log/( NcNeO −  [7, 8] 

 ดังที่ไดกลาวไวแลวในตอนตน ในงานวิจัยนี้จะใชฟงกชันซิงค (Sinc function) เปน
ฟงกชันพื้นฐานในการหาผลเฉลยโดยประมาณโดยที่ฟงกชันซิงคมีคุณสมบัติดังนี ้

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
−
−

=
=

−
=

jhx
jhx

jhx
jhx

h
jhxxj ,)sin(

,1
)(sinc)(ϕ  

 ถานําฟงกชันซิงคมาแสดงอยูในรูปกราฟจะไดกราฟดังรูปที่ 2.17 

 
รูปท่ี 2.17 ฟงกชันซิงค 

 ในกรณีที่ฟงกชันพื้นฐานอยูในชวง ),( ∞−∞  จากหลักการของวิธีการกาเลอรคินซึ่งมีความ
จําเปนตองทําการหาคาอินทิกรัลเพื่อสรางระบบสมการเชิงเสน ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองหาคา
อินทิกรัลเชิงตัวเลขในชวง ),( ∞−∞  ซ่ึงในงานวิจัยนี้จะทําการแปลงฟงกชันตางๆ ดวยสมการ
ดับเบิลเอกโปเนนเชียลและใชกฎสี่เหล่ียมคางหมูมาใชในการหาคาอินทิกรัลเชิงตัวเลข 

5−=j  
5=j  

0=j  

∞∞−  


