
บทที่ 4 

วิธีการซิงคกาเลอรคินสําหรับสมการปวสซองบนโดเมนรูปพัด 

ในบทที่ 3 ไดแสดงวิธีการแกปญหาคาขอบเขต 1 มิติไปแลว บทนี้จะนําวิธีการแกปญหา
ดังกลาวมาประยุกตใช ในการแกปญหาในระนาบสองมิติ 

4.1 การสรางระบบดีสครีตดวยฟงกชันซิงค 
 จากสมการ (1.3) เพื่อใหงายตอการอธิบายสมการตางๆ จะแทนตัวแปร η ,θ  และ û  ดวย
ตัวแปร x , y และ u ตามลําดับ  
 กําหนดให x  เปนคาคงที่โดยที่ ),0( ∞∈= kxx  การแกสมการ (1.3) ในทิศทาง 
y ( α<< y0 ) ก็คือการแกสมการ 
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 เชนเดียวกันถากําหนดให y เปนคาคงที่ โดย ),( α0yy l ∈=  การแกสมการ (1.3) ในทิศทาง 
x  ( ∞<< x0 ) ก็คือการแกสมการ  
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ในการแกสมการ (1.3) ดวยวิธีการซิงคกาเลอรคิน ผลเฉลยโดยประมาณของสมการจะ
กําหนดอยูในรูป 
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โดย 2NMn xxx ++= และ 1++= yyy NMn   
ฟงกชัน )(yv j เปนฟงกชันพื้นฐาน ( Basis function) แสดงอยูในรูปของฟงกชันซิงคดังนี้ 
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โดย 0>yh  ฟงกชัน )(yyφ  เปนฟงกชันที่ชวยปรับฟงกชันพื้นฐานใหอยูในชวง ],0[ α ซ่ึง 
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สวนฟงกชัน )(xμi  เปนฟงกชันพื้นฐานซึ่งแสดงในรูป 
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โดยที่ 0hx >  ฟงกชัน )(xxφ  เปนฟงกชันที่ชวยปรับฟงกชันพื้นฐานใหอยูในชวง ),0[ ∞ ซ่ึง 

   )()()( 1 xxφxψs;esxψx x
es s

≡=== −− −                (4.5) 

กําหนดให x  เปนคาคงที่โดย )(1
xxk khxx −== φ  และ xx NkM ≤≤−  

 ดังนั้นในการแกสมการ (4.1) ขั้นตอนแรกก็คือ แกสมการในแนวแกน y  นั่นเอง สมการที่
ตองแกคือ 
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จากสมการ (4.1) ผลเฉลยโดยประมาณของปญหาในสมการ (4.6) จะอยูในรูป 
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            (4.7) 

โดย 

   )(1,1 kMjMkjkj xμuuc
xx −−−−+=                (4.8) 

 จากสมการ (4.6) และ (4.7) นําวิธีการสรางระบบดีสครีตดวยวิธีการซิงคกาเลอรคินในชวง 
],0[ α มาประยุกตใชจะได 
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โดย yS เปนเมทริกซ ที่ไดจากกระบวนการสรางระบบดิสครีตดวยวิธีการซิงคกาเลอรคิน [5] 
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   T
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   T
NkxxMkxxxx yyk
yxuyxu )),(,),,(( L−=u  

และ )(ωD  เปนเมทริกซทแยงมุมที่มีรูปแบบดังนี้ 
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 สมการ (4.9) เปนระบบดีสครีตที่ไดจากการกําหนดคา kx ใหเปนคาคงที่ แตถาให k  มีการ
เปลี่ยนแปลงโดย xx NkM ≤≤− จะได 
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โดย 
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ซ่ึงเมทริกซทั้ง 3 มีขนาด yx nn ×  ถากําหนดให 

   T
NMo )x(μxμ
xx

),),(( 00 L−=s  

   T
NMMM yxyx
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จากสมการ (4.8) จะได 

   UusC += T
00                  (4.11) 

โดย { }
yyxx NjMNkMkju ≤≤−≤≤−

=
,

U  

 ดังนั้นถาแทนคา C  ไปในสมการ (4.10) จะได 
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ซ่ึงสมการ (4.12) นี้คือสมการที่แสดงระบบดีสคริตของปญหาในสมการ (4.6) 
 ในแนวแกน x  ก็ทําเชนเดียวกันคือกําหนดให y  เปนคาคงที่โดย )( y

1
yl lhyy −== φ

และ yy NlM ≤≤−  และแกสมการตอไปนี้ในแนวแกน x  
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 ดําเนินขั้นตอนเดียวกับการแกสมการในแนวแกน x  จะไดระบบดีสครีตดังตอไปนี้ 
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โดยที่ xS เปนเมทริกซ ที่หาไดจากกระบวนการสรางระบบดิสครีตดวยวิธีการซิงคกาเลอรคิน [5] 
และ  

   T
NM xx
ss ),,(0 ′′′′=′′ − Ls  

โดย 
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00 φμ  

 สุดทายนําสมการ (4.12) และ (4.14) มารวมกันตามหลักการการแกปญหาคาขอบเขต
ระหวางจุด 2 จุดในระนาบ 2 มิติ จะได  
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โดย 
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ถากําหนดให  
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จากสมการ (4.13) จะได 

   GVAVA =+ yx                 (4.17) 

โดย 
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 สมการ (4.17) ที่ไดนี้ก็คือสมการเชิงเสนที่แสดงระบบดีสครีตของสมการ (4.1) 

4.2 อัลกอริทึมท่ีใชในการแกสมการเชิงเสน 

 จากสมการที่ (4.17) จะพบวาทั้งเมทริกซ xA และ yA จะเปนเมทริกซสมมาตร (Symmetric 
matrix) ซ่ึงงายตอการหาคาเฉพาะ [10] 
 ขั้นตอนแรกสําหรับการแกสมการเชิงเสน (4.17) คือจะทําการแกปญหาคาเฉพาะ 
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และ 

   )()()( jj
y

j
y yyA λ=                 (4.19) 

โดย { }
xni

i
x <<1

)(λ และ { }
ynj

j
y <<1

)(λ เปนคาเฉพาะ ของ xA และ yA ตามลําดับ เวกเตอร )(ix และ 
)( jy คือเวกเตอรเฉพาะ ของ xA และ yA  ตามลําดับ  

 ดังนั้นจากสมการ (4.18) และ (4.19) ถากําหนดให X และY เปนเมทริกซที่มีเวกเตอร
เฉพาะของ xA และ yA  เปนสมาชิกตามลําดับ จะได 

   T
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และ 

   T
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 จากสมการ (4.17) ถากําหนดให VYXW T=  และ GYXR T= จะได 

   RWΛWΛ =+ yx                 (4.22) 

ซ่ึง 
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โดย ijw และ ijr คือ คาในตําแหนง ),( ji  ของเมทริกซ W และ R  ตามลําดับ 

 สรุปคือการแกสมการ (4.17) เพื่อหาคาของเมทริกซ V นั้นจะมีขั้นตอนดังตอไปนี้ 
1. แกปญหาคาเฉพาะ (4.18) และ (4.19) เพื่อหาคาเฉพาะและเวกเตอรเฉพาะ ในทีน่ี้จะใช

วิธีการคิวอาร (QR method) ในการคํานวณ [10] 
2. คํานวณหาคาของเมทริกซ R โดย GYXR T=  
3. คํานวณหาคาของเมทริกซ W  จากสมการ (4.26) 
4. คํานวณหาคาของเมทริกซ V โดย TXWYV =  

 จากสมการ (4.16) เมื่อทราบคาของเมทริกซ V แลว เราสามารถคํานวณหาคาของเมทริกซ 
U  ไดจากสมการ 
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นอกจากนั้นความซับซอนในการคํานวณสามารถสรุปไดดังนี้ ในการแกปญหาคาเฉพาะใน
สมการ (4.18) และ (4.19) จะใชการคํานวณ )( 3

xnO และ )( 3
ynO  ตามลําดับ [10] ในขั้นตอนที่ 2 

และ 4 จะใชการคํานวณ )( 22
yxyx nnnnO +  สวนขั้นตอนที่ 3 จะใช )( yxnnO  ขั้นตอนสุดทายที่ใช

ในการหาคาสัมประสิทธิ์ iju จากสมการ (4.24) จะใชการคํานวณ )( yxnnO  สรุปก็คือการคํานวณ
ทั้งหมดที่ใชในการหาผลเฉลยโดยประมาณของสมการ (4.1) ซ่ึงก็คือการคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ 

iju  นั้นจะมีคาเทากับ )( 2233
yxyxyx nnnnnnO +++  ถากําหนดให nnn yx ==  การคํานวณที่ใช

คือ )( 3nO  


