
บทท่ี 2 
หลักการและทฤษฎ ี

 
 ในบทนี้จะเปนการนําเสนอทฤษฎีท่ีเกี่ยวของกับงานวิจัยสําหรับการศึกษาพฤติกรรมทาง    
กลศาสตรของวัสดุเม็ด   งานวิจัยนี้ใชการจําลองทางคอมพิวเตอรดวยวิธีพลศาสตรของโมเลกุล   ซ่ึง
ทฤษฎีของวิธีพลศาสตรของโมเลกุลและทฤษฎีท่ีเกี่ยวของนี้จะกลาวถึงในหัวขอถัดไป 
 
2.1 หลักการของระเบียบวิธีพลศาสตรของโมเลกุล (Molecular Dynamics)   
     หลักการของระเบียบวิธีพลศาสตรของโมเลกุลนี้จะใชศึกษาคุณสมบัติและพฤติกรรมของวัสดุ
เม็ด   วิธีนี้มีหลักการในการคํานวณหาคาของการเคล่ือนท่ีหรือตําแหนงของอนุภาคดวยพื้นฐาน
สมการการเคล่ือนท่ีจากกฎของนิวตันท่ีทําการกระจายดวยวิธีผลตางอันตะ (Finite Difference)   ซ่ึง
การคํานวณหาคาตําแหนง ( )r , ความเร็ว ( )v  และความเรง ( )a  ของอนุภาคนี้ประกอบไปดวย 3 
ขั้นตอนหลักๆคือ ขั้นตอนแรกเปนการประมาณคาตําแหนง, ความเร็ว, และความเรงของอนุภาค
และในอันดับที่สูงขึ้นไปที่เวลา tt Δ+  ของแตละชวงเวลานั้น ๆ ดังนี้ (M.P. Allen and D.J. 
Tildesley, 1989) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ...

...

...
2
1

...
6
1

2
1

2

32

+=Δ+
+Δ+=Δ+

+Δ+Δ+=Δ+

+Δ+Δ+Δ+=Δ+

tbttb
ttbtatta

tbtttatvttv

tbttatttvtrttr

                              (2.1) 

      
        หลังจากไดคาท่ีประมาณหรือคาท่ีคาดการณไว   คาเหลานี้จะถูกนําไปใชในการคํานวณหา
คาแรงสัมผัสระหวางอนุภาค ( )vrff ,=  ของแตละอนุภาค   คาแรงสัมผัสระหวางอนุภาคนี้จะได
จากแบบจําลองของแรงระหวางอนุภาคที่สัมผัสกันหรือแรงระยะไกล (Body Force) เพื่อนําไป
คํานวณคาความเรงของอนุภาคแตละอนุภาค ( )iii mfa =  ซ่ึงเปนคาความเรงจากการคํานวณ
คือ ( )ttac Δ+  และข้ันตอนสุดทายเปนการแกไขคาความเรงท่ีไดประมาณคาและคํานวณไวดังนี้ 

( ) ( ) ( )ttattatta c Δ+−Δ+=Δ+Δ                                                                 (2.2)               
แลวนําคาความเรงท่ีไดรับการแกไขนี้ไปแกไขคาตําแหนง, ความเร็ว, ความเรง และคาในอันดับท่ี
สูงข้ึนของแตละอนุภาคดวยคาสัมประสิทธ์ิของเกียร   โดยใชสัญลักษณ ,...,, 210 ccc    สมการของ
การแกไขเปนดังนี้ 
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 จากหลักการท่ีไดกลาวไปแลวในขางตนสามารถสรุปเปนแผนภูมิการทํางานและข้ันตอนของ
ระเบียบวิธีพลศาสตรของโมเลกุลไดดังนี้ 
 

 
 

รูป 2.1 แผนภมิูการทํางานของระเบียบวิธีพลศาสตรของโมเลกุล 
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        จากหลักการและแผนภมิูท่ีไดกลาวไปแลวขางตนสามารถสรุปเปนข้ันตอนไดดังนี้ 
1. คาดการณตําแหนง ความเร็ว และความเรง ของแตละอนุภาคที่เวลา tt Δ+  โดยใชคา
ตางๆท่ีเวลา t  

  2.  คํานวณหาแรงที่สัมผัสกันระหวางอนุภาคและทําการเปล่ียนเปนคาความเรงของ 
  แตละอนุภาคเปนคาวามเรงท่ีไดจากการคํานวณ ( )iii mfa =  

  3. ทําการแกไขตําแหนง ความเร็ว และความเรงแตละอนุภาคที่ไดคาดการณไวจากขอ 1 
      ดวยคาความเรงใหมท่ีไดจากการคํานวณ 

 
2.2 แบบจําลองของแรงระหวางอนุภาค (Contact Force Model) 
   พิจารณาอนุภาคกลม 2 อนุภาคกลมท่ีสัมผัสกัน   แรงสัมผัสท่ีเกิดข้ึนระหวางอนุภาคทั้งสอง 
โดยท่ัวไปจะประกอบดวยแรงใน 3 องคประกอบคือ แรงสัมผัสต้ังฉากระหวางอนุภาค, แรงเสียด
ทานระหวางอนุภาค และแรงคูควบ (Couple) ดังรูป 2.2 
 

 
 

รูป 2.2 แรงตาง ๆ ในการกระทบกันระหวางอนุภาคทรงกลมท้ังสอง 
 

 เม่ือ nf  คือแรงสัมผัสต้ังฉากระหวางอนุภาค, tf  คือแรงเสียดทานระหวางอนุภาค และ c  คือ
แรงตานทานการหมุน (คูควบ) 
     ในหัวขอนี ้จะกลาวถึงแบบจําลองของแรงสัมผัสตั้งฉากสัมผัสระหวางอนุภาคที ่นํามา
ประยุกตใชทั้งวัสดุเม็ดแบบแหง (Non - Cohesion) และวัสดุเม็ดแบบเปยกหรือโคเฮชัน 
(Cohesion)   ซึ่งแบบจําลองของแรงสัมผัสตั้งฉากที่ใชในการศึกษาพฤติกรรมของวัสดุเม็ดมีอยู
หลายแบบจําลองดวยกัน   อาทิเชน แบบจําลองสปริง-แดชพอตเชิงเสน (Linear Spring-Dashpot), 
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แบบจําลอง DMT, แบบจําลองจากทฤษฎีของเฮิรตซ และแบบจําลองจากทฤษฎีของ JKR (Johnson-
Kendall-Robert Theory) เปนตน    
 แบบจําลองของแรงสัมผัสตั้งฉากสัมผัสระหวางอนุภาคแหงหรือวัสดุเม็ดที่ไมคิดผลของโค
เฮชันประกอบไปดวยแรงดล (Impulsive Force, +N )   ซ่ึงเปนแรงตานทานการเสียรูปหรือ
ตานทานการเหล่ือมกันระหวางอนุภาค   และแรงหนืด (Viscous Force) ท่ีเปนแรงท่ีคํานึงถึงผลของ
แรงทางพลศาสตร (Dynamics Effect)   แรงดลที่นิยมใชกันโดยท่ัวไปมีอยู 2 แบบคือ แรงดลแบบ
แปรผันเชิงเสนและแรงดลจากทฤษฎีของเฮิรตซ   แรงดลแบบแปรผันเชิงเสนจะแปรผันตรงกับ
ระยะเหล่ือม ( )δ  อยูในรูปความสัมพันธดังนี้  (F. Radjaï et al., 2000)   

δ∝+N                        (2.4) 
ในสวนของแรงดลแบบแปรผันเชิงเสนและแรงดลจากทฤษฎีของเฮิรตซจะมีคาดังนี้  
  nkN δ=+                     (2.5) 
โดยท่ี k  คือ คาความแข็งของผิวอนุภาค    
เม่ือใชแรงดลแบบแปรผันเชิงเสน   n  จะมีคาเทากับ 1   จะไดสมการดังนี้ 
  δkN =+                                 (2.6) 
เม่ือใชแรงดลจากทฤษฎีของเฮิรตซ   n  จะมีคาเทากับ 3/2   จะไดสมการดังนี้ 

  2
3

δkN =+                                 (2.7) 
นําแรงดลแบบแปรผันเชิงเสนมารวมกับแรงหนืดท่ีแปรผันตรงกับอนุพันธอันดับหนึ่งเทียบกับ
เวลา ( )δ&    จะไดแรงสัมผัสต้ังฉากสําหรับวัสดุแหง เรียกวาแบบจําลองสปริง-แดชพอตเชิงเสน ดังนี้ 
  δαδ &−−= kfn                    (2.8) 
โดยท่ี α  คือ คาสัมประสิทธ์ิความหนืด และ nf  คือ แรงระหวางผิวสัมผัสในทิศทางต้ังฉาก 
จากแรงดลโดยทฤษฎีของเฮิรตซ   เมื่อนํารวมเขากับแรงหนืดที่แปรผันตรงกับระยะเหลื่อมเทียบ
กับเวลาจะไดสมการดังนี้ 
  δαδ &−−= 2/3kfn                                         (2.9) 
        สําหรับงานวิจัยนี้ไดเลือกใชแบบจําลองสปริง-แดชพอตเชิงเสน   เนื่องจากงายตอการ
วิเคราะหและเม่ือนํามาเปรียบเทียบกับทฤษฎีของเฮิรตซ   ผลของแบบจําลองท่ีมีตอพฤติกรรมของ
วัสดุเม็ดท่ีใชแบบจําลองสปริง -แดชพอตเชิงเสน มีคาแตกตางโดยไมมีนัยสําคัญ   อีกท้ัง
แบบจําลองสปริง-แดชพอตเชิงเสน นี้นิยมใชในการจําลองทางคอมพิวเตอรแบบ 2 มิติ    และใน
งานวิจัยนี้ไดนําแบบจําลองสปริง-แดชพอตเชิงเสนรวมกับแรงสัมผัสต้ังฉากระหวางอนุภาค 2 
อนุภาคในวัสดุเม็ดท่ีคิดผลของแรงแอดเฮซีฟ (Adhesive Force, −N )   โดยท่ีแรงแอดเฮซีฟนี้ใช
แนวคิดเดียวกันกับ I. Preechawuttipong et al., (2000) จะแปรผันตรงกับพื้นที่ของผิวสัมผัส
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ระหวางอนุภาค ดังรูป 2.3    ซ่ึงเราสามารถแสดงใหเห็นวาพื้นท่ีของการสัมผัสระหวางอนุภาคทั้ง

สองนั้นจะแปรผันตรงกับระยะเหล่ือม ( δra ∝2 ) โดยท่ี 
ji

ji

rr
rr

r
+

=   แรงแอดเฮซีฟท่ีเลือกมา

ใชจะมีความสัมพันธดังนี้  
δγ rN =−                     (2.10) 

โดยท่ี γ  คือ พลังงานแอดเฮชันท่ีผิวสัมผัสของอนุภาคทั้งสอง   และไดนําแนวคิดจากทฤษฎีของ 
JKR (Johnson, K.L et al., 1971) เกี่ยวกับแรงสัมผัสฉากระหวางอนุภาคทั้งสองคือผลรวมระหวาง
แรงดลและแรงแอดเฮชัน 
  −+ += NNN                               (2.11) 

 

a2

δ

jr

ir

 
 

รูป 2.3 การสัมผัสกันระหวางอนุภาคทรงกลม 3 มิติและแบบ 2 มิติสําหรับ Disk 
 
แรงสัมผัสต้ังฉากในรูปของความสัมพันธของการขจัดสัมพันธหรือระยะเหล่ือม δ  และ δ&  เปน
สมการดังนี้ (I. Preechawuttipong et al., 2000) 
  δγδαδ rkfn +−−= &                             (2.12) 
ในท่ีนี้แบบจําลองดังสมการ (2.12) จะถูกอางอิงในช่ือ แรงแอดเฮชันสัณฐาน (Geometrical 
Adhesion, GA) 
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2.3 แบบจําลองของแรงแอดเฮชันสัณฐาน 
 แนวคิดเกี่ยวกับแรงสัมผัสของวัสดุเม็ดในงานวิจัยนี้จะมีขอกําหนดดังนี้   กลาวคือ 
- แรงสัมผัสท่ีมีคาเปนบวก = แรงกดหรือแรงอัด (Compressive Force) ระหวางอนุภาค 
- แรงสัมผัสท่ีมีคาเปนลบ   = แรงดึง (Tension) ระหวางอนุภาค 
 เม่ือพิจารณาแรงแอดเฮชันสัณฐานในกรณีสถิตยศาสตร   ทําใหเกิดลักษณะเฉพาะจากการใช
แบบจําลองนี้คือ แรงสัมผัสต้ังฉากวิกฤตตอแรงดึง ( )cF    ซ่ึงเปนแรงตานทานตอแรงดึงสูงสุดท่ี
อนุภาคยังคงสัมผัสกันไดมีคาดังนี้ 

  
k

rFc 4

2γ
−=                               (2.13) 

และแรงวิกฤตท่ีเกิดข้ึนนี้จะมีคาการเหล่ือมกันท่ีตําแหนงแรงดึงเร่ิมตน ( )cδ  ดังนี้ 

  2

2

4k
r

c
γδ =                   (2.14) 

และตําแหนงสมดุล ( )eqδ  ระหวางอนุภาคทั้งสองท่ีสัมผัสกันประกอบไปดวยตําแหนง 2 ตําแหนง
คือ ตําแหนงท่ีไมมีแรงภายนอกมากระทํา  และ ตําแหนงท่ีแรงสัมผัสมีคาเทากับ 0 ซ่ึงมีคาดังนี้ 

  2

2

k
r

eq
γδ =                   (2.15) 

 
รูป 2.4 แรงสัมผัสต้ังฉากในฟงกชันของระยะเหล่ือมกนัสําหรับแบบจําลอง GA 

 
จากรูป 2.4  แสดงใหเห็นถึงชวงของการเปล่ียนแปลงของแรงสัมผัสต้ังฉากท่ีเปนฟงกชันกับระยะ
เหล่ือมกันสําหรับแบบจําลองแอดเฮชันสัณฐาน   ชวงระยะเหล่ือมระหวาง  0  ถึง cδ  จะหมายถึง
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การสัมผัสท่ีไมมีเสถียรภาพ   กลาวคือเปนชวงท่ีอนุภาคอาจไมเกิดการสัมผัสกันหรืออาจเกิดการ
สัมผัสกันอยางเบาบาง   ท้ังนี้ข้ึนอยูกับแรงกระทําจากภายนอก   และผิวสัมผัสระหวางอนุภาคทั้ง
สองสามารถรับแรงดึงไดเม่ืออยูในชวงระหวาง cδ  ถึง eqδ  และจะรับแรงกดเม่ือระยะเหล่ือม
มากกวาชวง eqδ  
 
2.4 คุณสมบัติของแบบจําลองของแรงแอดเฮชันสัณฐาน         
        เมื่อไดคาแรงสัมผัสตั้งฉากระหวางอนุภาคทั้งสองจากสมการ (2.12) และไดนํากฎการ
เคลื่อนที่ขอที่ 2 ของนิวตันมาประยุกตใช    สามารถเขียนแบบจําลองของแรงแอดเฮชันสัณฐาน
ใหอยูในรูปสมการอนุพันธอันดับท่ี 2 ของระยะเหล่ือมไดดังนี้ (I. Preechawuttipong et al., 2000) 
  0=−++ δγδδαδ rkm &&&                 (2.16) 
โดยท่ี m คือ มวลลดสวน (Reduced Mass) ของอนุภาคท้ังสองท่ีเกิดจากการสัมผัสซ่ึง                      

มีคา 
ji

ji

mm
mm

m
+

=    จากสมการ (2.16) สามารถแปลงคา δ ไดจากอนุกรมของเทเลอร          

(Taylor series), (E. Kreyszig., 1988)   โดยกําหนดให 0δδ =eq  จะได 
0

0
0 2 δ

δδ
δδ

−
+=     

และสามารถเขียนสมการการเคล่ือนท่ีใหมไดดังนี้ 

  0
0 22

δγδ
δ

γδαδ r
m

r
mm

k
m

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−++ &&&                                        (2.17)   

โดยกําหนดให 
m2
αλ = , 

m
k

=2
0ω , 

0

2

2 δ
αω r
ma = , 02

~ δγγ r
m

= และกําหนดให ( ) 00 =δ , 

( ) 00 v=δ&  จะไดคําตอบของสมการท่ีนาสนใจจากสมการ (2.17) คือ 

 ( ) ( ) ( ) 0
00

0 sincos δβ
β

λδ
βδδ λλ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−= −− te

v
tet tt             (2.18) 

เม่ือ 02
0

22 <−+ ωωλ a , 222
0 λωωβ −−= a    และเพื่อปองกันการกลืนกันของอนุภาคหนึ่ง

กับอีกอนุภาคหนึ่งเม่ืออนุภาคท้ังสองกระทบกันภายใตเง่ือนไข 
0

2

24 δ
γα rk +>   ซ่ึงเปน

คําตอบท่ัวไปของกรณีอันเดอรแดมปง (Underdamping)           
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        2.4.1 ระยะเหล่ือมสูงสุด (Maximum Overlap) 
          คาระยะเหลื่อมสูงสุดที่เกิดขึ้นนั้นสามารถทราบไดเมื่อความเร็วสัมพัทธเริ่มตนของ
การกระทบกันระหวางอนุภาค  2  อนุภาคเทากับ 0v     และท่ีเวลาของความเร็วสัมพัทธ ( ) 0=mtδ&    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )mmmmm tvtt
v

tt ββ
β
λδ

β
β
λ

ββδδ cossinsinsin 0

2
00

0 ++−=&

                               (2.19) 
โดยท่ี mt คือ เวลาท่ีความเร็วสัมพัทธมีคาเปน 0 โดยมีคาดังนี้ 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

= 2
0

2
00

0arctan1
λδβδλ

β
β v

v
tm                            (2.20) 

ดังนั้นสมการท่ีใชในการหาคาระยะเหล่ือมสูงสุด ( maxδ ) คือ  (I. Preechawuttipong et al., 2000) 

  ( ) 0

arctan

2
0

2
00

2
0

2
000

22
0

22
0

max

2
000

02
δ

λδβδλνβ

λνδλδβδ
δ λδβδλ

β
β
λ

+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−+

+−+
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−

−

v
v

e
v

v
 

                     (2.21) 
 
        2.4.2 เวลาของการเกิดการสัมผัส (Time of Contact)  
          เวลาของการเกิดการสัมผัส ( )ct  จะไดเงื่อนไขที่ระยะเหลื่อม  ณ  เวลาของการสัมผัส
หรือส้ินสุดการสัมผัส ( ) 0=ctδ  จะไดคาดังนี้  (I. Preechawuttipong et al., 2000) 
 

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+

>
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+

=

bb
b

bb
b

t c

0

22
0

0

22
0

;
2arctan

;
2arctan2

δ
β

δ
δ

π

δ
β

δ
δ

π

                         (2.22) 

          

โดยที่ 
β

λδ 00 −=
v

b   และคา b  จะตองเปนจํานวนจริงบวกเพื่อที่ทําใหมีระยะเหลื่อมเกิดขึ้น  

เม่ืออนุภาคสัมผัสกันและมีคาความเร็ววิกฤติคือ 
  λδβδ 00 +=cv                  (2.23) 
ถาคาความเร็วสัมพัทธเร่ิมตนของการกระทบกันระหวางอนุภาค ( )0v  มีคามากกวาคาความเร็ว
วิกฤติของการกระทบกันระหวางอนุภาค ( )cv    คาดังกลาวนี้ทําใหอนุภาคท่ีสัมผัสกันสามารถแยก
ออกจากกันไดเม่ือเวลาผานไป ct  ดังสมการ (2.22)    ระยะเวลาของการสัมผัสจะอยูในชวงระหวาง 
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β
π

β
π

2
3

<< ct    และถาความเร็วสัมพัทธเร่ิมตนเพิ่มมากข้ึน   เวลาของการเกิดการสัมผัสก็จะยิ่ง

ลดลงและมีคาเขาใกล 
β
π  มากข้ึน 

 
        2.4.3 แรงเสียดทานหรือแรงสัมผัส (Tangential Force) 
         ในสวนของแรงเสียดทานหรือแรงสัมผัสนั้น    สมมุติวาแรงเสียดทานวิกฤตหรือแรง
วิกฤตตอการลื่นไถล  ( )cT   เปนฟงกชันกับระยะเหลื่อม ( )δ     จากกฎแรงเสียดทานของคูลอมบ
(Coulomb law of dynamics friction) นั้นสามารถคํานวณหาคาแรงเสียดทานวิกฤตไดจากคา
สัมประสิทธ์ิแรงเสียดทาน ×  แรงสัมผัสต้ังฉาก   และสมมุติใหแรงเสียดทานวิกฤตเปนฟงกชันกับ
ระยะเหล่ือมดังเชนกฎแรงเสียดทานของคูลอมบ    จะไดสมการแรงเสียดทานวิกฤตดังนี้  
  ( )cnc FFT += μ                    (2.24) 
         แตในความเปนจริงนั้น   การนํากฎแรงเสียดทานของคูลอมบมาประยุกตใชโดยตรงกับ
วิธีพลศาสตรของโมเลกุลเปนไปไดยากมาก   เนื่องจากความไมตอเนื่องของกฎนี้   ดังนั้นจึงไดนํา
กฎของคูลอมบมาประยุกตกับแรงเสียดทานที่เปนฟงกชันกับความเร็วสัมพัทธของการล่ืนไถล 
(Sliding Relative Velocity)    สมการของแรงเสียดทานท่ีไดมีช่ือเรียกวา Regularized Friction Law 
with adhesion ดังนี้ (I. Preechawuttipong et al., 2000)  
  { } ( )scsst vsignTvf .,min γ=                 (2.25) 
โดยท่ี sγ  คือ คาสัมประสิทธ์ิความหนืดในแนวสัมผัสและ sv คือ ความเร็วสัมพัทธของการล่ืนไถล 
 

tftf

( )cn FF +μ

( )cn FF +μ

cF nF sv

 
 

รูป 2.5 กฎแรงเสียดทานแหงของคูลอมบท่ีคิดผลของแรงแอดเฮชัน 
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         จากรูป 2.5(a) จะเห็นไดวาคาแรงเสียดทานแปรผันตามแรงสัมผัสต้ังฉาก   และรูป 2.5(b) 
กฎแรงเสียดทานแหงของคูลอมบท่ีคิดผลของแรงแอดเฮชัน   

 
        2.4.4 แรงตานทานการหมุน (Rolling Friction Force) 
         ในการสัมผัสกันของอนุภาคเมื่อคํานึงถึงแรงแอดเฮซีฟนั้น   ผิวของอนุภาคที่สัมผัส
กันจะสัมผัสกันเปนพื้นที่หรือปริมาตรที่ลอมรอบจุดของการสัมผัส   ดังนั้นพื้นผิวที่สัมผัสกัน
แบบแอดเฮชันสามารถตานทานการแยกกันของอนุภาคในการกระทบกันแนวตั้งฉาก (Normal 
Separation), การล่ืนไถลสัมพัทธ (Relative Sliding) และการหมุนสัมพัทธระหวางอนุภาค   ในท่ีนี้
เรียกวาแรงตานทานการหมุน (Rolling Friction Force)   พิจารณาเม่ือมีวัตถุทรงกลมลูกหนึ่งมีมวล 
(m) และรัศมี (r) โดยอยูภายใตแรงโนมถวงของโลก (g) ท่ีอยูบนพื้นเอียงท่ีมีมุมทํามุมกับแนวราบ 
( )θ  และพยายามกล้ิงลงมาโดยไมใหเกิดการล่ืนไถลดังรูป 2.6   ดังนั้นแรงตานทานการหมุนคือ 
  θμ cosmgrc r=                  (2.26) 
โดยท่ี rμ คือ คาสัมประสิทธ์ิแรงตานทานการหมุน    และถาคามุม rμθ <tan การหมุนกล้ิงลงมา
ของวัตถุทรงกลมก็จะไมเกิดข้ึน    

 
 

รูป 2.6 แรงตานทานการหมุนของวัตถุทรงกลมบนพื้นเอียง 
 

         การนํากฎแรงเสียดทานตอการหมุนมาประยุกตใชโดยตรงกับวิธีพลศาสตรของ
โมเลกุลเปนไปไดยากมากเนื่องจากความไมตอเนื่องของกฎนี้เชนเดียวกับคาแรงเสียดทานตอการ
ล่ืนไถล   จึงไดนํากฎของคูลอมบมาประยุกตกับแรงตานทานการหมุนท่ีเปนฟงกชันกับความเร็ว
หมุนกล้ิงสัมพัทธ ( )rv     ซ่ึงเปนแนวคิดเดียวกับกฎของแรงเสียดทาน   ดังนั้นสมการของแรงคูควบ
ท่ีไดมีคาดังนี้ 

{ ( )} ( )rcnrrr vsignFFrvc .,min += μγ               (2.27) 
โดยท่ี rγ คือ คาสัมประสิทธ์ิความหนืดตอการหมุน      
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( )Cnr FFr +μ

( )Cnr FFr +μ

rv

C

 
 

รูป 2.7 แรงคูควบเสียดทานตอการหมุนท่ีคิดผลของแอดเฮชัน 
 
 

        2.4.5 แบบจําลองแอดเฮชันสัณฐานเม่ือไมคิดคาแอดเฮชัน 
         สําหรับแบบจําลองแอดเฮชันสัณฐานท่ีวัสดุเม็ดไมคิดพลังงานแอดเฮซีฟระหวางอนุภาค
เรียกวา วัสดุเม็ดแบบแหง   โดยใชแบบจําลองแรงสัมผัสต้ังฉากชนิด สปริง–หนืด (Spring-Viscous)   
คาพลังงานท่ีผิวสัมผัสและการกระทบโดยตรงจะถูกลดรูปลงจากแบบจําลองท่ีคิดผลของคาแอดเฮ
ชัน   กลาวคือเม่ือไมคิดพลังงานแอดเฮซีฟระหวางอนุภาค ดังนั้นคาγ , 0δ และ aω  = 0   ทําให

สมการ 222
0 λωωβ −−= a   ถูกลดรูปเหลือ 22

0 λωβ −=    ดังนั้นกรณีไมคิดคาแอดเฮชัน   
สมการระยะเหล่ือม, ระยะเหล่ือมสูงสุด และเวลาของการเกิดการสัมผัส ถูกลดรูปเปนสมการดังนี้ 
 

  ( ) ( )tevt t β
β

δ λ sin0 −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=                 

  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= λ
β

β
λ

ω
δ

arctan

0

0
max ev

                (2.28) 

  
β
π

=ct      
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        2.4.6 การเลือกตัวแปร 
         ในการจําลองทางคอมพิวเตอรเพื่อศึกษาวัสดุเม็ดในงานวิจัยนี้    การสัมผัสกันระหวาง
อนุภาคจะคํานึงถึงแรงสัมผัสต้ังฉากระหวางอนุภาคและแรงเสียดทานเทานั้น   กลาวคืออนุภาคท่ี
กระทบกันนั้นสามารถหมุนตอกันไดอยางอิสระโดยไมคิดแรงตานทานการหมุนของอนุภาค   อีก
ปจจัยหนึ่งท่ีสําคัญคือ ตัวแปรในแบบจําลองทางคอมพิวเตอรซ่ึงมี 2 แบบท่ีสําคัญคือ ตัวแปรทาง
กายภาพและการคํานวณทางตัวเลข       
 
  ก. ตัวแปรทางกายภาพ 
        ตัวแปรทางกายภาพไดแก พลังงานแอดเฮชัน, คาความแข็งของผิวอนุภาคและคา
สัมประสิทธ์ิความหนืด    ตัวแปรเหลานี้เปนตัวแปรท่ีมีผลในการจําลองทางคอมพิวเตอร   ใน
งานวิจัยนี้จัดทําข้ึนเพื่อศึกษาอิทธิพลของแรงแอดเฮชันท่ีมีผลตอการเกิดและการแพรกระจายการ
แตกราวของอนุภาคจึงกําหนดคาความแข็งของผิวอนุภาคและคาสัมประสิทธ์ิความหนืดเปนคาคงท่ี
และปรับเปลี่ยนพลังงานแอดเฮชันเทานั้น   โดยใหอยูในอัตราสวนของพลังงานแอดเฮชันตอความ
แข็งของผิวอนุภาค ( )k/γ    และเพื่อปองกันการกลืนกันของอนุภาคหนึ่งกับอีกอนุภาคหนึ่ง   เมื่อ

อนุภาคทั้งสองกระทบกันตองอยูภายใตเงื่อนไข  
0

2

24 δ
γα rk +>     ซ่ึงเปนคําตอบท่ัวไป

ของกรณีอันเดอรแดมปง (Underdamping) 
 
  ข. ตัวแปรของการคํานวณทางตัวเลข 
        ตัวแปรของการคํานวณทางตัวเลขเปนตัวแปรท่ีสําคัญอีกตัวแปรหนึ่งในการคํานวณทาง
คอมพิวเตอร   สามารถแบงไดเปน 2 สวนดังนี้     
            - คา tΔ  หมายถึงชวงเวลาของการคํานวณ (Time Step)   โดยท่ีคา tΔ  นั้นตองมีคานอย
กวาคาเวลาของการเกิดการสัมผัสเพื่อใหการคํานวณแรงระหวางผิวสัมผัสมีความแมนยําเพียงพอ   
และทําใหการศึกษาการสัมผัสกันของอนุภาคเกิดความถูกตองและแมนยํา 
          - คาสัมประสิทธ์ิความหนืดในแนวสัมผัส    ในสมการแรงเสียดทาน Regularized Frition 
Law    ในการกําหนดคาสัมประสิทธ์ิความหนืดในแนวสัมผัสนี้มักจะไดจากประสบการณ   โดย
ตองมีคาท่ีพอดีกลาวคือไมมากเกินไปและนอยเกินไป   ท่ีกําหนดเชนนี้เพื่อหลีกเล่ียงการสัมผัส
ระหวางอนุภาคที่เกิดข้ึนท้ังหมดเปนแบบล่ืนไถล   หลักการคราว ๆ ท่ีใชในการเลือกคานี้คือ 

N
vt

s μ
γ ≈  (Itthichai Preechawuttipong, 2002) โดยท่ี tv  คือ ความเร็วสัมผัสเฉล่ียของวัสดุเม็ด 

และ N  คือ แรงเฉล่ียระหวางผิวสัมผัส 
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2.5 ตัวแปรท่ีใชในการวิเคราะหพฤติกรรมทางกลศาสตรของวัสดุเม็ด 
      ตัวแปรท่ีใชสําหรับการวิเคราะหเพื่อบงบอกคุณลักษณะเฉพาะทางรูปพรรณสัณฐานของ
ระบบวัสดุเม็ด ไดแก จํานวนการสัมผัสเฉล่ียตออนุภาค (Coordination Number), จํานวนการสัมผัส
เฉล่ียตออนุภาค (Coordination Number), ทิศทางเชิงมุมของการสัมผัส (Direction of Contacts) และ
โครงขายของแรงสัมผัส (Force Network)    หัวขอทั้งหมดจะกลาวถึงรายละเอียดในลําดับถัดไปนี้ 
 
        2.5.1 จํานวนการสัมผัสเฉล่ียตออนุภาค (Coordination Number) 
         จํานวนการสัมผัสเฉล่ียตออนุภาคไดมีการนิยามไวดังนี้ 

  
p

c

N
N

Z
2

=                   (2.29) 

โดยท่ี CN  คือ จํานวนอนุภาคท้ังหมดที่สัมผัสกัน, pN  คือ จํานวนอนุภาคทั้งหมดของระบบ     
และคาคงท่ี 2 คือ การนับจํานวนการสัมผัสท่ีสลับลําดับอางอิงของอนุภาค   ในกรณีนี้วัสดุเม็ดท่ีคิด
แรงแอดเฮชันระหวางผิวสัมผัสของอนุภาคสามารถรับไดท้ังแรงดึงและแรงกด 
 
        2.5.2 ทิศทางเชิงมุมของการสัมผัส (Direction of Contacts) 
          ในวัสดุเม็ดนั้นประกอบดวยอนุภาคจํานวนมาก   ซ่ึงแตละอนุภาคไดมีการสัมผัสกัน
ระหวางอนุภาคเกิดข้ึนมากมายจนเปนโครงขายของการสัมผัส   เม่ือมีแรงภายนอกมากระทําวัสดุ
เม็ดนั้น ๆ แรงจะถูกสงผานจากอนุภาคหนึ่งไปยังอนุภาคหนึ่งผานทางการสัมผัสระหวางอนุภาค
เทานั้น    ตามลักษณะโครงขายของแรงระหวางอนุภาค    การจัดเรียงโครงขายของการสัมผัสใน
ทิศทางตาง ๆ จึงเปนคุณลักษณะท่ีสําคัญโดยตรงกับสภาวะของความเคนภายใน   ท่ีผานมาไดมี
การศึกษาการจัดเรียงทิศทางของการสัมผัส (Radjai  et  al.) ท่ีใชวิธีการกระจายทางสถิติ ( ( )θP ) 
ของทิศทาง θ  ผิวสัมผัสในแนวต้ังฉาก n  
          การหาคาการกระจายของการสัมผัสนั้นสามารถหาไดจากการนับจํานวนของการ             
สัมผัส ( )θpN  ท่ีอยูในชวงแบงเชิงมุม ( )θ ′     โดยท่ี [ ]θθθθθ Δ+Δ−∈′ ,  และคาการกระจายตัว
เชิงมุมของการสัมผัสหรือความเปนไปไดของการสัมผัสในทิศทางตาง ๆ ( )θP  นั้นสามารถหาได
จากสมการดังนี้ 

  ( ) ( )
c

p

N
N

P
θ

θ =                   (2.30)  
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รูป 2.8 การนิยามมุมθ  ของการสัมผัสระหวางอนุภาค 
 
 

        2.5.3 โครงขายของแรงสัมผัส (Force Network) 
         การจัดเ รียงของแรงสามารถศึกษาไดจากโครงขายของแรงระหวางผิวสัมผัส
ประกอบดวยแรงสัมผัสต้ังฉากหรือแรงรวมและความดันหรือความเคนภายในระบบของวัสดุเม็ด    
       เม่ือมีการสัมผัสระหวางอนุภาคเกิดข้ึน   แรงจะถูกสงผานระหวางอนุภาคหนึ่งไปยัง
อนุภาคหนึ่งโดยการสัมผัสกันระหวางอนุภาคเทานั้น   โดยแรงจะถูกสงผานผิวของอนุภาคผานเสน
ผานศูนยกลางของอนุภาคที่มีลักษณะเปนวงกลมหรือทรงกลม    สวนอนุภาครูปทรงอ่ืน ๆ แรงจะ
ถูกสงถายผานในแนวต้ังฉากกับผิวสัมผัสผานจุดศูนยรวมมวลหรือจุดเซนทรอยด (Centroid) 
ระหวางอนุภาคทั้งสอง   แรงท่ีสงถายผานการสัมผัสจะถูกแสดงดวยเสนเช่ือมตอของการสัมผัสผาน
เสนผานศูนยกลางระหวางอนุภาค   สวนความหนาของเสนแรงคือขนาดของแรงท่ีสงผานระหวาง
อนุภาคดังรูป 2.9 
 

 
 

รูป 2.9 ลักษณะและขนาดของแรงท่ีสงผานกันโดยการสัมผัสระหวางอนภุาค 


