
บทท่ี2 
วิธีนิวตันแบบชวง 

 
 ระบบสมการไมเชิงเสนสามารถหาคําตอบไดหลายวิธี โดยท่ัวไปจะใชการคํานวณเชิงเลข
คณิตท่ีอิงจากวิธีนิวตัน ซ่ึงงาย ไมซับซอน และรวดเร็ว แตมีขอดอยคือถาตองการคาประมาณเร่ิมตน
ท่ีใกลเคียงกับคําตอบเพียงพอจึงสามารถหาคําตอบออกมาไดอยางถูกตองและรวดเร็ว ท้ังยังหาได
เพียงคําตอบเดียวเทานั้น เพื่อแกไขจุดดวยดังกลาวจึงไดนําเทคนิคเลขคณิตแบบชวง (interval 
arithmetics)  มาประยุกตใชกับวิธีนิวตัน เรียกวา วิธีนิวตันแบบชวง (interval Newton) ซ่ึงสามารถ
หาคําตอบท้ังหมดของระบบสมการได อยางไรก็ตามในกระบวนการวิธีนิวตันแบบชวงจําเปนตองมี
การคํานวณเมทริกซผกผันซ่ึงหากระบบสมการขนาดใหญตองใชเวลาในการคํานวณมาก ในบทนี้
จะแนะนํา เลขคณิตแบบชวง ซ่ึงเปนพื้นฐานของวิธีแบบชวง 
 
2.1 เลขคณิตชวง 
 เลขคณิตแบบชวง [4] นั้นนํามาใชเพื่อแกปญหาความคลาดเคล่ือนจากการปดเศษ (round 
off error) โดยเฉพาะอยางยิ่งในการคํานวณท่ีตองการความแมนยําสูง ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ 
 

min max[ ] [ , ]x x x�  
 

โดยท่ี minx แทนขอบเขตลาง และ maxx แทนขอบเขตบน นั้นคือชวง x  ประกอบไปดวยคาทุกคา
จาก minx ถึง maxx หรือ min maxx x x≤ ≤  
 
 จะเห็นวาจํานวนชวงมีลักษณะเปนเซต ซ่ึงตัวดําเนินการเคร่ืองหมายเทากับ (= ) ,การเปน
สมาชิก (∈), ซับเซต (⊆ ), ซับเซตแท (⊂ ), ซูเปอรเซต (⊇ ), ซูเปอรเซตแท (⊃ ), อินเตอรเซกชัน 
(∩ ) และยูเนียน (∪ ) ใชเหมือนกับทฤษฎีของเซต เชน การรวมกันของคาชวงสองคา หรือยูเนียน 
จะไดวา 
 

min min max max[ ] [ ] [min{ , },max{ , }]x y x y x y∪ �  
 
 สัญลักษณ [ ] [ ]x yะ จะหมายถึงชวง [ ]x  มีคาอยูภายในชวง [ ]y ถา min miny x< และ 

max maxx y< ซ่ึงในท่ีนี้จะเรียกวา [ ]x เปนอินเนอร-อินคูลชัน (inner inclution) ของ[ ]y  
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 คาเสนผานศูนยกลาง (diameter) , รัศมี (radius) และคาจุดกึ่งกลาง (midpoint) ของชวง [ ]x

จะนยิามตามลําดับ 
 

max min

max min

max min

([ ]) ([ ])

([ ]) ([ ])
2

([ ]) ([ ])
2

d x diam x x x
x xr x rad x

x xm x mid x

−
−

+

� �

� �

� �

 

 
 คาสมบูรณนอยท่ีสุด (smallest absolute value) และคาสมบูรณมากท่ีสุด (greatest absolute 
value) ของชวง [ ]x นิยามดังนี้ 
 

min max

[ ] min{ | [ ]}

[ ] max{ | [ ]} { , }

x x x x

x x x x x x

∈

∈ =

�

�
 

 
เนื่องจาก [ ]x เปนคาท่ีประกอบดวยคาจํานวนจริง x จึงทําใหไมรูคาท่ีแนนอน (exact 

value) ของ [ ]x เพื่อวัดคุณภาพของคาในชวง [ ]x จะนิยามเสนผานศูนยกลางสัมพัทธ (relative 
diameter) ของชวง [ ]x โดย 

 

( )
( )

( )

[ ]
0 [ ]

[ ][ ]
[ ]

rel

d x
if x

xd x
d x otherwise

⎧
∉⎪= ⎨

⎪
⎩

 

 
คาเสนผานศูนยกลางสัมพัทธจะบงถึงขอบเขตบน (upper bound) ของคาความคลาดเคล่ือนสัมพัทธ 
(relative error) ของ x ซ่ึงเกี่ยวกับสมาชิกของชวง [ ]x ดวย 
 
 การคํานวณคาจํานวนชวงนั้นคลายกับการคํานวณของจํานวนจริง แตในแตละข้ันของการ
คํานวณจะมีการประมาณคาขอบเขตลางและขอบเขตบนของปริมาณท่ีคํานวณดวยซ่ึงสามารถสราง
เปนสูตรสําหรับตัวดําเนินการพื้นฐานไดดังนี้ 
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min min max max

min max max min

min min min max max min max max

min min min max max min max max

max min

[ ] [ ] [ , ]
[ ] [ ] [ , ]

min{ , , , },
[ ] [ ]

max{ , , , }
[ ] /[ ] [ ] [1/ ,1/ ] ;0 [ ]

x y x y x y
x y x y x y

x y x y x y x y
x y

x y x y x y x y
x y x y y y

+ = + +
− = − −

⎡ ⎤
⋅ = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= ⋅ ∉

 

 
และสําหรับเลขยกกําลัง 
 

min max min

max min min

[ , ] 0 ,

[ ] [0, [ ] ] 0 [ ] ,
[ , ] 0 .

n n

nn

n n

x x if x or n odd

x x if x or n even
x x if x or n even

⎧ <
⎪⎪= ∉⎨
⎪ <⎪⎩

 

 
สําหรับการหาร [ ] /[ ]x y ท่ี 0 [ ]y∈ จะใชการหารคาชวงสวนเพิ่ม (extended interval 

division) มาใชพิจารณา ดังนี้ 
 

min max

max min max min max

max max max min max min max

max max max min max

min min min min max

[ , ] 0 [ ] 0 [ ] 0
[ / , ] 0 0
[ , / ] [ / , ] 0 0

[ ] /[ ] [ , / ] 0 0
[ , / ] 0 0

if x x or x or y
x y if x and y y

x y x y if x and y y
x y x y if x and y y

x y if x and y y

−∞ ∞ < < = =
+∞ ≤ < =

−∞ ∪ +∞ ≤ < <
= −∞ ≤ = <

−∞ ≤ < =

min min min max min min max

min max min min max

[ , / ] [ / , ] 0 0
[ / , ] 0 0

x y x y if x and y y
x y if x and y y

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
−∞ ∪ +∞ ≤ < <⎪

⎪ +∞ ≤ = <⎩

 

 
 สําหรับเวกเตอรชวง (interval vector) และเมทริกซชวง (interval matrices) จะหมายถึง 
สมาชิกทุกตัวของเวกเตอร หรือเมทริกซนั้นมีคาชวง โดยท่ี nIR , nxmIR  หมายถึง เซตของเวกเตอร
ชวงคาจริง มิติ และเซตของเมทริกซชวงคาจริงขนาด มิติ ตามลําดับ นิยามดังนี้ 
 

( ) ( )

( )

11,...,

11

1,...,
1,...,

1

[ ] [ ] [ ] ,...,[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

T n
i i n

im
nxm

i nij
i m

n nm

x x x x for x IR

a a
A a for A IR

a a

=

=
=

∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �

L

� � M M

L
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2.2 วิธีนิวตันแบบชวง 
 
 วิธีนิวตันแบบชวง คลายกับวิธีนิวตันแตใชเลขคณิตชวงในการคํานวณแทน รวมกับวิธี
คนหาแบบแบงคร่ึง ซ่ึงจากที่ไดกลาวมาตอนตนโดยคา x  ทุกคาท่ีทําใหสมการเปนจริง กําหนดดัง
สมการท่ี 2.1 
 

( ) 0f x =                  (2.1) 
 

วิธีนิวตันแบบชวงสําหรับการแกสมการ (2.1) สามารถพิจารณาไดงายๆ โดยใชทฤษฎีคากลาง 
(mean value theorem) จัดสมการอยูในรูปแบบคากลางไดดังนี้      
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )* *[ ] [ ]f m x f x f m x xξ′− = ⋅ −  

 
เม่ือ *, [ ]x xξ ∈ ถาเราสมมติวา เปนคาท่ีทําใหสมการ (2.1) เปนจริงจะไดวา 
 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )* [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ]
f m x f m x

x m x m x N x
f f xξ

= − ∈ −
′ ′

�               (2.2) 

 
จากสมการ (2.2) เรียก ( )[ ]N x  วาตัวดําเนินการนิวตันแบบชวง (interval Newton operator) แตวา
ชวงคาในชวง [ ]x ท่ีทําใหฟงกชัน f  มีคาเปนศูนยทุกคาอาจไมอยูใน ( )[ ]N x  เสมอไปโดยจะตอง
ทําการหาชวงท่ีตัดกัน (intersection) ระหวางคาเกาและคาท่ีคํานวณไดใหม นั้นคือทุกๆคา
ในชวง[ ]x  ท่ีทําใหฟงกชัน f มีคาเปนศูนยจะอยูในชวง ( )[ ] [ ]N x x∩  
 เม่ือเร่ิมตนดําเนินวิธีนวิตันแบบชวงท่ีคาชวง ( )0[ ]x  โดยสมมติวา ( )( )00 [ ]f x′∉ ได

รูปแบบการทําซํ้าดังนี้ 
 

( ) ( ) ( )( )1[ ] [ ] [ ] , 0,1, 2,...k k kx x N x k+ ∩ =�                (2.3) 

 
เ ม่ือดรรชนีท่ีกํากับไดบนคาชวง [ ]x  หมายถึงคาชวง [ ]x  คาใหม ท่ีไดมาจากการทําซํ้าใน
กระบวนการของวิธีนิวตันแบบชวง สวน 0k = หมายถึงคาชวงเร่ิมตนในการคนหา 
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x

( 1)[ ] kx +

ตัวดําเนินการนิวตันแบบชวงมีสมบัติดังนี ้
1. คา * [ ]x x∈ ท้ังหมดท่ีทําใหฟงกชัน f มีคาศูนย จะได ( )* [ ]x N x∈  ดวย 
2. ถา ( )[ ] [ ]N x x∩ =∅หมายถึงฟงกชัน f ไมมีคําตอบในชวง [ ]x  
3. ถา ( )[ ] [ ]N x xะ  จะไดวาฟงกชัน f มีคําตอบเพียงคําตอบเดียวในชวง [ ]x และใน 

( )[ ]N x  ดวยเชนกนั 

สามารถอธิบายดวยเรขาคณิตวิเคราะห ดังรูปท่ี 2.1 โดยวาดเสนตรงจากจุด ( ) ( )( )( ),k kc f c  เม่ือ 
( ) ( )( )[ ]k kc m x= และ ลากเสนตรงผานใหผานแกน x โดยเสนตรงท้ังสองมีคาความชัน ming (คา

ความชันนอยสุดของฟงกชัน f ในชวง [ ]x ) และ maxg  (คาความชันนอยสุดของฟงกชัน f  ในชวง 
[ ]x ) ตามลําดับ ซ่ึงคาความชันดังกลาวสามารถหาไดจากอนุพันธของฟงกชัน f  ในชวง [ ]x นั้นคือ 

( )( )
min, max[ ] [ ] kg g f x′=  จากนั้นกําหนดจุดตัดของเสนความชันท้ังสองกับแกน x เปน λ และ ρ

ตามลําดับ และจะไดตัวดําเนินการนิวตันแบบชวงมีคาเปน ( )( )[ ] [ , ]kN x λ ρ=  ดังนั้นก็สามารถหา

คาชวง คาตอๆไปท่ีถูกลดขนาดลงไดโดย 
 

( 1) ( ) ( )
min[ ] [ , ] [ ] [ ] ,k k kx x xλ ρ ρ+ ⎡ ⎤= ∩ = ⎣ ⎦  

 
จากสมการ (2.3) ถาชวงท่ีตัดกันไดออกมาเปนเซตวาง จะหมายถึงฟงกชัน f ไมมีคําตอบในชวง 

( )[ ] kx  
 

 
 

 
รูปท่ี 2.1 เรขาคณิตวิเคราะหสําหรับนิวตันแบบชวง ในกรณี ( )(0)0 [ ]f x′∉  

 

( )
min
kx

( )
max
kxλ ρ ( )kc

f
( )f x
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x

สําหรับกรณีท่ี ( )(0)0 [ ]f x′∈ จะใชในหารหารคาชวงสวนเพ่ิม ดังท่ีกลาวในหัวขอ 2.1 มา

พิจารณา ซ่ึงอธิบายไดดังรูปท่ี 2.2 โดยการวาดเสนตรงสองเสนลากจากจุด ( )( )( ) ( ),k kc f c เม่ือ 

( )( ) ( )[ ]k kc m x= โดนท่ีเสนตรงแรกมีความชันนอยท่ีสุด (มีคาเปนลบ) และเสนตรงท่ีสองมีคา

ความชันมากท่ีสุด (มีคาเปนคาบวก) เสนตัดกับแกน x ท่ีจุด λ และ ρ ตามลําดับ ซ่ึงจะไดตัว
ดําเนินการแบบชวงเปน 

 
( )( )[ ] [ , ] [ , ]kN x ρ λ= −∞ ∪ +∞  

และ      ( 1) ( ) ( )
min max[ ] , ,k k kx x xρ λ+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∪⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

 
 

รูปท่ี 2.2 เรขาคณิตวิเคราะหสําหรับนิวตันแบบชวง ในกรณี ( )(0)0 [ ]f x′∈  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )f x

( )
max
kx( )

min
kx λρ ( )kc

( 1) ( ) ( )
min max[ ] , ,k k kx x xρ λ+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∪⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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สรุปข้ันตอนการคํานวณตางๆดวยวิธีนิวตันแบบชวง ไดดังนี ้
 
1. กําหนดเซตบริเวณคนหา (search box) เร่ิมตน L และใหเซตคําตอบ S  เปนเซตวาง 
2. ถา L เปนเซตวาง ให จบการทํางาน 
3. ดึงสมาชิกตัวแรกของ L ออกมาเปน B  
4. ทดสอบบริเวณคนหา B  ถา ไมมีคําตอบของสมการ ให  ไปทําขอ 2 
5. ถา B มีขนาดเล็กเพียงพอแลว ให เก็บ B ในเซตคําตอบ S แลวไปทําขอ 2 
6. ใชตัวดําเนนิการนวิตันแบบชวงกับB  
7. ถา B มีขนาดเล็กแลว ให ไปทําขอ 5 
8. ถา ตัวดําเนนิการนวิตันแบบชวงไมสามารถลดขนาด B ได ให แบง B ออกเปนสอง 
    สวนโดย 1 2B B B= ∪ และ 1 2B B∩ =∅นําท้ัง 1B และ 2B เก็บไวใน L แลวไปทําขอ    
    2 

 
 การทดสอบวาบริเวณคนหา B มีคําตอบหรือไมในข้ันตอนท่ี 4 นั้น วิธีนิวตันแบบชวงจะ
อาศัยสมบัติของคณิตศาสตรชวง และในข้ันตอนท่ี 6 ระหวางการคํานวณตัวดําเนินการนิวตันแบบ
ชวงตองคํานวณเมทริกซผกผันซ่ึงไมเหมาะกับระบบสมการขนาดใหญ ดังนั้นจึงไดเสนอวิธีนิวตัน
แบบชวงเชิงองคประกอบ โดยข้ันตอนสวนใหญจะคลายคลึงกัน แตจะใชตัวดําเนินการแบบชวง
กระทํากับตัวแปรทีละองคประกอบ ซ่ึงไดกลาวในบทท่ี 3 
 
 ในป ค.ศ. 1972 เมอรเรล เอล แพทริกค ไดเสนอวิธีสําหรับการหารากสมการโดยวิธีนิวตัน
ของสมการพหุนาม (Polynomial Equation) สําหรับการประมวลผลแบบขนาน ซ่ึงสามารถหา
จุดเร่ิมตนไดเอง และไมตองกําหนดขอบเขตของชวงคําตอบ โดยการหาอนุพันธของสมการซ่ึงอยู
ในรูปของสมการพหุนามตัวแปรเดียว (monic polynomial) ลําดับท่ี 2n k− − โดย k  มีคาเปน 1 
หรือ 2 ข้ึนอยูกับ n วาเปนเลขคูหรือเลขค่ี จากน้ันแกสมการอนุพันธเพื่อหาคาเร่ิมตน รากของ
สมการโดยประมาณนั้นหาจากเวคเตอร ( )j

r โดยความสัมพันธ 2 สมการคือ ผลรวมและผลคูณของ
เวคเตอร ( )j

r ซ่ึงมีคาเปน 2 2
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N ja − ตามลําดับ 

 


