
 

บทที ่2 
ทฤษฎ ี

 
2.1 จุดต่อคานเสาคอนกรีตเสริมเหล็ก 
2.1.1 พฤติกรรมจุดต่อคาน-เสาคอนกรีตเสริมเหลก็ภายใต้แรงวฏัจักร 

ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกในแนวด่ิงจุดต่อคาน-เสาของอาคารจะไม่ไดรั้บน ้ าหนกัมากนัก
เน่ืองจากโมเมนต์ท่ีคานทั้งสองขา้งของจุดต่อมีทิศทางตรงขา้มกนั (โมเมนตล์บทั้งคู่) ท าให้มีการ
ถ่ายเทโมเมนตใ์นจุดต่อไม่มาก แต่เม่ือมีแรงกระท าดา้นขา้งมากระท ากบัจุดต่อระหวา่งเสากบัคาน
จะท าใหจุ้ดต่อนั้นมีการถ่ายแรงสูงมาก เน่ืองจากโมเมนตท่ี์ปลายคานทั้งสองขา้งของจุดต่อมีทิศทาง
เดียวกนัท าใหเ้กิดการไม่สมดุลของโมเมนต ์(Unbalance Moment) และก่อให้เกิดแรงเฉือนแนวราบ
กระท ากบัจุดต่อ ในกรณีจุดต่อภายในอาคารสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 2.1 

 

 

รูปที ่2.1 แรงเฉือนแนวราบท่ีกระท ากบัจุดต่อภายในอาคาร (อมร, 2553) 
 

โดยแรงเฉือนแนวราบท่ีกระท ากบัจุดต่อน้ีสามารถค านวณไดจ้ากสมการท่ี 2.1 
 

1 2          j s y s yV A f A f H        (2.1) 
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ส่วนกรณีของจุดต่อริมอาคารสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี 2.2 และแรงเฉือนแนวราบท่ี
กระท ากบัจุดต่อน้ีสามารถค านวณไดจ้าก สมการท่ี 2.2 

 

 
รูปที ่2.2 แรงเฉือนแนวราบท่ีกระท ากบัจุดต่อริมอาคาร (อมร, 2553) 

 

1          j s yV A f H       (2.2) 
 

แรงเฉือนแนวราบท่ีเกิดข้ึนน้ีสามารถท าให้จุดต่อเกิดการวิบติัในรูปแบบ Joint Shear 
Failure ได ้ซ่ึงลกัษณะส าคญัของการวิบติัในรูปแบบน้ี คือเกิดรอยร้าวทแยงท ามุม 45 องศา ท่ี
บริเวณจุดต่อ นอกจากนั้นหากพิจารณาเหล็กเสริมแนวนอนของจุดต่อภายในอาคาร พบว่าปลาย
เหล็กดา้นหน่ึงตอ้งรับแรงดึงส่วนอีกปลายดา้นหน่ึงตอ้งรับแรงอดัดงัรูปท่ี 2.3 

 

 
รูปที ่2.3 แรงกระท ากบัเหล็กเสริมในจุดต่อในสภาวะสมดุล (อมร, 2553) 

 
จะเห็นวา่แรงกระท ากบัเหล็กเสริมในจุดต่อนั้นมีทิศทางเดียวกนั จึงตอ้งใชแ้รงยึดเหน่ียว

ระหว่างคอนกรีตอย่างมากเพื่อให้เกิดความสมดุลของแรงท่ีกระท ากบัเหล็กเสริมนั้น ถ้าแรงยึด
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เหน่ียวระหว่างเหล็กเสริมกบัคอนกรีตไม่เพียงพอก็อาจก่อให้เกิดการวิบติัเน่ืองจากแรงยึดเหน่ียว 
(Bond Failure) การวิบติัในลกัษณะน้ีจะท าให้โครงสร้างนั้นไม่สามารถยบัย ั้งการขยายของรอยร้าว
ได ้และท าใหเ้หล็กเกิดการรูดออกจากคอนกรีตจึงเป็นสาเหตุให้เกิดรอยร้าวขนาดใหญ่บริเวณจุดต่อ 
การวิบติัในลกัษณะเช่นน้ีเรียกวา่การวิบติัแบบ Bond Pull-Out Failure ซ่ึงพบวา่การวิบติัแบบ Joint 
Shear Failure และ Bond Pull-Out Failure เป็นการวิบติัแบบเปราะจึงไม่เหมาะต่อการตา้นทานแรง
แผ่นดินไหว ดงันั้นในการออกแบบโครงสร้างตา้นทานแรงแผ่นดินไหวจ าเป็นตอ้งไม่ให้เกิดการ
วบิติัท่ีจุดต่อ และใหเ้กิดการวบิติัท่ีคานแทนตามหลกัการคานอ่อน-เสาแขง็ 

 
2.1.2 แรงเฉือนแนวราบที่กระท ากบัจุดต่อคาน-เสาคอนกรีตเสริมเหลก็ 

จุดต่อของอาคารมีความส าคัญอย่างมากเม่ืออาคารนั้นต้องรับแรงจากแผ่นดินไหว 
เน่ืองจากเกิดแรงเฉือนแนวราบกระท าเป็นจ านวนมากท่ีจุดต่อ เป็นผลให้เกิดแรงดดัและแรงดึงข้ึน
พร้อมกนัจนท าใหค้อนกรีตบริเวณจุดต่อเกิดการแตกร้าวดงัแสดงในรูปท่ี 2.4 ซ่ึงสามารถค านวณหา
แรงเฉือนแนวราบ และแนวด่ิงไดจ้ากสมการท่ี (2.3) และ (2.4) ตามล าดบั 

 
'

jh c sV T C C V   
     

(2.3) 

   ' ' '
jv c sV T C C V

 
    (2.4) 

 

           
รูปที ่2.4 รอยร้าว และแรงภายในจุดต่อเม่ือรับแรงแผน่ดินไหว (อมร, 2553) 

jvV  

jhV  
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แรงเฉือนในจุดต่อสามารถตา้นทานไดโ้ดยก าลงัรับแรงเฉือนของคอนกรีต ( cV ) และ
เหล็กเสริมรับแรงเฉือนในจุดต่อ ( sV ) โดยความสามารถในการรับแรงเฉือนของคอนกรีตสามารถ
อธิบายไดโ้ดยใช้หลกัการช้ินส่วนรับแรงอดัแนวทแยง (Diagonal Compression Strut) กล่าวคือ 
หน่วยแรงอดัในคอนกรีตท่ีเกิดจากคาน ( cC ) และหน่วยแรงอดัในคอนกรีตท่ีเกิดจากเสา ( '

cC ) 
ทั้งหมดรวมกนัท าใหเ้กิดแรงลพัธ์ของคอนกรีตข้ึน ดงัแสดงในรูปท่ี 2.5 

 

 
รูปที ่2.5 แรงลพัธ์ท่ีเกิดจากหน่วยแรงอดัในคอนกรีตของคานและเสา (อมร, 2553) 

 
แรงประกอบย่อยในแนวราบและแนวด่ิงของ Diagonal Compression Strut จะช่วย

ตา้นทานแรงเฉือนท่ีเกิดข้ึนในจุดต่อ หลงัจากนั้นจึงออกแบบเหล็กเสริมรับแรงเฉือนในจุดต่อมา
ช่วยรับแรงเฉือนในส่วนท่ีเกินจากก าลังรับแรงเฉือนของคอนกรีต อย่างไรก็ตามเม่ือเกิดแรง
แผ่นดินไหวท่ีกระท าซ ้ าไปมาหลายรอบ มีผลให้ความสามารถในการรับแรงเฉือนของคอนกรีต
ลดลงเน่ืองจากคอนกรีตเกิดการแตกร้าว และท าให้ภาระในการรับแรงเฉือนของเหล็กเสริมเพิ่มมาก
ข้ึน ถา้ปริมาณเหล็กเสริมรับแรงเฉือนในจุดต่อไม่เพียงพอก็อาจท าให้เกิดรอยแตกเป็นแนวทแยง
เน่ืองจากแรงเฉือน (Diagonal Shear Crack) และท าใหเ้กิดการวบิติัท่ีจุดต่อไดใ้นท่ีสุด 

การเสริมเหล็กรับแรงเฉือนในแนวนอนและแนวตั้งในจุดต่อมีความส าคญัอยา่งยิ่งเพื่อ
ป้องกนัไม่ให้เกิดการวิบติัเน่ืองจากแรงเฉือนท่ีจุดต่อ โดยเสริมเหล็กรับแรงเฉือนในแนวนอนดว้ย
เหล็กปลอกเสริมพิเศษเพิ่มเติมในจุดต่อ ส่วนเหล็กเสริมรับแรงเฉือนในแนวตั้งอาจใชเ้หล็กยืนใน
เสาจดัเรียงใหก้ระจายทัว่ทั้งเสาและจุดต่อเป็นตน้ 

 
2.1.3 แบบจ าลองในการออกแบบจุดต่อเพือ่ต้านทานแรงเฉือน 

แบบจ าลองท่ีใช้ในการออกแบบจุดต่อเพื่อต้านทานแรงเฉือนต้องสามารถจ าลอง
พฤติกรรม รวมทั้งแสดงจุดอ่อนไดอ้ย่างเหมาะสม โดยแบบจ าลองท่ีนิยมใช้กนัในปัจจุบนัมีอยู่ 2 
รูปแบบคือ Panel Model และ Compression Strut Model ซ่ึงในรูปแบบแรกนั้น จะสมมุติให้
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คอนกรีตสามารถรับแรงเฉือนท่ีจุดต่อไดเ้ท่ากบัก าลงัรับแรงเฉือนของคอนกรีต และเหล็กเสริมช่วย
รับแรงเฉือนส่วนท่ีเกินจากก าลังรับแรงเฉือนของคอนกรีตต่อไป ส่วนใน Compression Strut 
Model นั้นพิจารณาใหค้อนกรีตรับแรงในแนวทแยงท่ีเกิดข้ึนจากแรงอดักระท าท่ีมุมของจุดต่อ โดย
ช่วงท่ีมีน ้ าหนกัท่ีกระท ากบัจุดต่อไม่มากนั้นพฤติกรรมของจุดต่อมีลกัษณะคลา้ยกบั Panel Model 
แต่เม่ือน ้าหนกักระท ามากข้ึนจุดต่อจะมีพฤติกรรมใกลเ้คียงกบั Compression Strut Model เน่ืองจาก
เหล็กเสริมเกิดการรูดไถลออกจากคอนกรีต ดงันั้นโดยทัว่ไปจึงนิยมใช้แบบจ าลอง Compression 
Strut Model ในการค านวณแรงเฉือนในจุดต่อมากกวา่ 

การจ าลองจุดต่อระหว่างคานกบัเสาประกอบดว้ยช้ินส่วน 4 ช้ิน ลกัษณะเป็นกล่อง
ส่ีเหล่ียมมีจุดต่อเป็นแบบยึดหมุน (Pin Connection) และมีช้ินส่วนกลางเช่ือมในแนวทแยงมุมเพื่อ
เพิ่มความเสถียรภาพให้กบัแบบจ าลอง ดงัรูปท่ี 2.6 ซ่ึงจุดหมุนพลาสติกเน่ืองจากแรงตามแนวแกน
ถูกก าหนดท่ีก่ึงกลางของแบบจ าลอง 

 

 
รูปที ่2.6 แบบจ าลองจุดต่อระหวา่งคานกบัเสา (ATC-40, 1996) 

 
พารามิเตอร์ท่ีส าคญัส าหรับค านวณก าลงัรับแรงเฉือนของจุดต่อ ข้ึนอยู่กบัชนิดของจุด

ต่อ (ภายใน หรือ ภายนอก) และคานขวาง ตามขอ้แนะน าของ ACT-40 ค่าก าลงัรับแรงเฉือนของจุด
ต่อ ( nV ) และ แรงตามแนวแกน (Axial Strength) ของช้ินส่วนทแยงมุม แสดงดงัสมการท่ี (2.5) และ 
(2.6) ตามล าดบั 

 

 '0.262n c jV f A     (2.5) 
 

 strength =
cos

nV
axial


    (2.6) 
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โดยค่า  ไดแ้สดงไวด้งัตารางท่ี 2.1 
 

ตาราง 2.1 ค่า   ท่ีใชใ้นการค านวณหาแรงเฉือนท่ีจุดต่อ (ATC-40, 1996) 

 
 

โดย jA  คือ พื้นท่ีประสิทธิผลของจุดต่อค านวณดว้ยค่าผลคูณระหวา่งความลึกของจุด
ต่อกบัความกวา้งของจุดต่อมีหน่วยเป็นตารางเซนติเมตร แสดงดงัรูปท่ี 2.7 และ 2.8 

 

 
รูปที ่2.7 พื้นท่ีประสิทธิผลของจุดต่อ (ATC-40, 1996) 
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รูปที ่2.8 พื้นท่ีประสิทธิผลของจุดต่อ (ATC-40, 1996) 

 
พื้นท่ีประสิทธิผลของ Diagonal Strut ( stA ) แสดงดว้ยสมการ ( st s sA a b ) โดยท่ี sa  

คือความลึกของ Diagonal Strut มีค่าเท่ากบั 2 2
b ca a  โดย ba  และ ca  คือค่าความลึกของ 

Compression Zone ในคานและเสาตามล าดบั และ sb  คือความกวา้งของ Diagonal Strut หรือความ
กวา้งของจุดต่อ แต่เน่ืองจากในขณะท่ีเกิดการวิบติัของจุดต่อ Compression Zone ของจุดหมุนใน
คานเกิดใกลบ้ริเวณเสาจึงก าหนดให้ความลึกของ Diagonal Strut s ca a  ซ่ึงสามารถค านวณได้
จากสมการท่ี (2.7) 

 

  '(0.25 0.85 )c c
g c

N
a h

A f
    (2.7) 

 
โดยท่ี N  คือแรงตามแนวแกน ส่วน gA คือพื้นท่ีหนา้ตดัเสา และ ch  คือความหนาของ

เสาในทิศท่ีแรงกระท า 
 

2.1.4 พฤติกรรมของคานคอนกรีตเสริมเหลก็ภายใต้แรงวัฏจักร 
พฤติกรรมการรับแรงวฏัจกัรของคานข้ึนอยู่กับอตัราส่วนช่วงการเฉือนต่อความลึก

ประสิทธิผล a/d ถา้มีค่ามากคานก็จะไดรั้บผลของโมเมนตด์ดัมาก (Flexure-Dominated Beams) แต่
หากอตัราส่วน a/d มีค่านอ้ยคานก็จะไดรั้บผลของแรงเฉือนมาก (Shear-Dominated Beams) โดย
พฤติกรรมของคานท่ีไดรั้บผลจากโมเมนตด์ดัมากนั้นจะข้ึนกบัปริมาณเหล็กเสริมรับแรงดดัท าให้
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คานมีความเหนียวและความสามารถในการสลายพลงังานสูง ซ่ึงรูปแบบการวิบติัแสดงไวด้งัรูปท่ี 
2.9 ส่วนพฤติกรรมของคานท่ีไดรั้บผลของแรงเฉือนมากนั้นมีความเหนียวและความสามารถในการ
สลายพลงังานไดต้ ่า เน่ืองจากรอยร้าวทแยงจากแรงเฉือนท่ีเกิดข้ึนในระหวา่งให้น ้ าหนกับรรทุกใน
ทิศทางตรงขา้มยงัเปิดอยู่ท  าให้คอนกรีตไม่สามารถถ่ายแรงเฉือนได ้ความสามารถในการรับแรง
เฉือนจึงมีเฉพาะในเหล็กปลอกเท่านั้น และเม่ือคานไดรั้บแรงวฏัจกัรท าให้เกิดการโยกตวัในทิศไป
กลบัหลายรอบอาจท าให้เกิดการแตกร้าวของคอนกรีตบริเวณจุดรองรับของคาน รอยร้าวน้ีท าให้
คอนกรีตขาดความต่อเน่ืองกบัจุดรองรับแรงเฉือนท่ีหนา้ตดั จึงถูกรองรับดว้ยเหล็กในแนวนอนของ
คานโดยท่ีเหล็กปลอกไม่ไดช่้วยในการรับแรงเฉือน ซ่ึงการวิบติัลกัษณะน้ีเรียกว่า Sliding Shear 
Failure มกัเกิดกบัคานท่ีมีอตัราส่วน a/d ต ่ามากๆ ซ่ึงลกัษณะการวิบติัจากแรงเฉือนแสดงไวด้งัรูปท่ี 
2.10 

                  
รูปที ่2.9 รูปแบบการวบิติัของคานเน่ืองจากไดรั้บผลของโมเมนตด์ดัมาก 

 
รูปที ่2.10 รูปแบบการวบิติัของคานเน่ืองจากไดรั้บผลของแรงเฉือนมาก 
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2.1.5 พฤติกรรมของเสาคอนกรีตเสริมเหลก็ภายใต้แรงวฏัจักร 
ความแตกต่างระหว่างเสากับคาน คือเสามีแรงตามแนวแกนมากระท าซ่ึงแรงตาม

แนวแกนเกิดจากน ้ าหนกับรรทุกแนวด่ิงและน ้ าหนกับรรทุกแนวราบรวมทั้งความเร่งของผิวดินใน
แนวด่ิงดว้ย แรงตามแนวแกนซ่ึงเป็นแรงอดัมีทั้งขอ้ดีและขอ้เสียต่อพฤติกรรมการรับแรงวฏัจกัร
ของเสาขอ้ดี คือช่วยให้รอยร้าวไม่เปิดกวา้งคอนกรีตจึงถ่ายแรงไดดี้ข้ึน แต่ขอ้เสียคือท าให้ความ
เหนียวลดลงเน่ืองจากแรงอดัท าให้คอนกรีตหลุดร่อนออกมาได้ง่าย และยงัมีผลของการขยาย
โมเมนตเ์น่ืองจากแรงตามแนวแกน หรือ P- Δ Effect ดงันั้นถา้ระดบัของแรงอดัตามแนวแกนมีค่า
ไม่มากนกัจะเป็นผลดีต่อเสาแต่หากแรงอดัมีค่าสูงอาจเป็นผลเสียต่อเสามากกวา่ 

 
2.2 ทฤษฎไีฟไนต์อลิเิมนต์ 

ปัจจุบนัการน าวธีิไฟไนตอิ์ลิเมนตม์าใชใ้นงานวิศวกรรมเป็นท่ีนิยมอยา่งกวา้งขวาง อาทิ
เช่น การวิเคราะห์เก่ียวกบัการถ่ายเทความร้อน, การไหลของของเหลวตลอดจนงานท่ีเก่ียวขอ้งกบั
การวเิคราะห์โครงสร้างต่างๆ โดยวิธีการน้ี คือการแบ่งช้ินส่วนขนาดใหญ่ออกเป็นอิลิเมนตย์อ่ย ดงั
รูปท่ี 2.11 และสมมุติให้มีการถ่ายเทคุณสมบติัระหว่างอิลิเมนต์ย่อยผ่านโหนดของแต่ละอิลิเมนต ์
ซ่ึงในแต่ละโหนดจะประกอบดว้ยค่าต่างๆ เช่น ระยะเคล่ือนท่ี หรือแรงภายในซ่ึงเรียกค่าดงักล่าวน้ี
วา่ Degree of Freedom ซ่ึงการวเิคราะห์โดยใชว้ธีิไฟไนตอิ์ลิเมนตน์ั้นนิยมใชเ้คร่ืองคอมพิวเตอร์เป็น
เคร่ืองมือช่วยในการวิเคราะห์เน่ืองจากตอ้งวิเคราะห์และเก็บขอ้มูลจ านวนมาก โดยจ านวนขอ้มูล
ข้ึนอยูก่บัการแบ่งอิลิเมนตย์อ่ย ถา้มีการแบ่งละเอียดมากผลลพัธ์ท่ีไดก้็จะมีความละเอียดและแม่นย  า
แต่ก็ตอ้งใชร้ะยะเวลาและพื้นท่ีในการเก็บขอ้มูลเพิ่มมากข้ึนตามไปดว้ย 

 

 
รูปที ่2.11 การแบ่งช้ินส่วนหลกัออกเป็นช้ินส่วนยอ่ย (เดช, 2538) 

 
2.2.1 การวเิคราะห์อลิเิมนต์ชนิดหน่ึงมิติ 

ในหัวขอ้น้ีจะอธิบายเก่ียวกบัรูปแบบของอิลิเมนต์และวิธีการสร้าง Shape Function 
ของอิลิเมนต์ชนิดหน่ึงมิติ โดยยกตวัอย่างการวิเคราะห์ท่ีเก่ียวขอ้งกบัการกระจดั (Displacement) 
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ของวตัถุ ซ่ึงอิลิเมนต์ยอ่ยของวตัถุดงักล่าวแสดงไดด้งั รูปท่ี 2.12 เม่ือ D  คือ การกระจดัภายในอิลิ
เมนต ์และ X  คือ ความยาวของอิลิเมนตท่ี์ต าแหน่งไดๆ 

 

 
 

รูปที ่2.12 อิลิเมนตห์น่ึงมิติ และ เส้นแสดงการกระจดัของอิลิเมนต ์
 

จากรูปท่ี 2.12 สามารถสร้างสมการความสัมพนัธ์ของการกระจดัภายในอิลิเมนตไ์ดโ้ดย
ใชส้มการเส้นตรง 

( )
1 2

eD c c X       (2.8) 
 

เม่ือโหนด i  มี   iD D  ท่ี iX X  และ โหนด j  มี   jD D  ท่ี jX X  
แทนค่าของโหนด i  และ j  ลงในสมการท่ี (2.8) จะไดส้มการของโหนดทั้งสอง ดงั

สมการท่ี (2.9) และ (2.10) 
 

1 2i iD c c X        (2.9) 

1 2j jD c c X       (2.10) 
 

แกส้มการเพื่อหาค่า 1c  และ 2c  จะได ้
 

1
i j j i

j i

D X D X
c

X X





     (2.11) 

 

l 

e  X  

iD  

jD  

i  

iX  

j  

jX  

D  
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2
j i

j i

D D
c

X X





      (2.12) 

 
เม่ือทราบค่า 1c  และ 2c สามารถน ามาเขียนสมการของการกระจดัภายในอิลิเมนต์ใน

เทอมของโหนดท่ีต าแหน่งต่างๆไดด้งัสมการท่ี (2.13) 
 

( ) i j j i j ie

j i j i

D X D X D D
D X

X X X X

 
 

 
   (2.13) 

 
จดักลุ่มระหวา่ง Di  กบั D j จะได ้

 
( ) ( ) ( )je i

i j
j i j i

X X X X
D D D

X X X X

 
 

 
   (2.14) 

 
จากสมการ (2.14) สามารถก าหนด Shape Function ไดด้งัน้ี 

 
j j

i
j i

X X X X
S

X X l

 
 


    (2.15) 

 

i i
j

j i

X X X X
S

X X l
 

 


    (2.16) 

 
เม่ือ l  คือ ความยาวของอิลิเมนต ์  
และสามารถเขียนสมการการกระจดัภายในอิลิเมนตใ์นเทอมของ Shape Function ได ้

 
( )e

i i j jD S D S D       (2.17) 
 

จากสมการท่ี (2.17) สามารถเขียนในรูปเมทริกได ้คือ 
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( )    
ie

i j
j

D
D S S

D
 

    
 

   (2.18) 

 
จากสมการท่ี (2.18) น้ีสามารถน ามาใชห้าค่าตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าอ่ืนๆไดต้ามตอ้งการ 

เช่น ความเคน้, ความเครียดท่ีโหนด i  และ j  ดงักล่าว และสามารถเขียนสมการในรูปทัว่ไปไดด้งั
สมการท่ี (2.19) 

 

( )    
ie

i j
j

S S





 
    

 
   (2.19) 

 
เม่ือ i  และ j  คือตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าของโหนด i  และ j  ตามล าดบั 

 
นอกจากการวิเคราะห์อิลิเมนต์ชนิดหน่ึงมิติดงัท่ีกล่าวมาขา้งตน้แล้ว ยงัสามารถเพิ่ม

ความละเอียดในการวเิคราะห์ไดโ้ดยการเพิ่มจ านวนของอิลิเมนต ์หรือการเพิ่มดีกรีของฟังก์ชัน่โพลิ
โนเมียลท่ีใชใ้นการวเิคราะห์ เช่น การใชฟั้งกช์ัน่ก าลงัสอง หรือ ก าลงัสาม ตามตอ้งการ 

 
2.2.2 การวเิคราะห์อลิเิมนต์ชนิดสองมิติ 

อิลิเมนต์ชนิดสองมิติท่ีนิยมใช้มี 2 รูปแบบ คืออิลิเมนต์ส่ีเหล่ียม และอิลิเมนต์
สามเหล่ียม ซ่ึงการเลือกใชจ้ะข้ึนอยูก่บัรูปร่างของวตัถุ และ ความละเอียดในการแบ่งอิลิเมนต ์โดย
ท่ีอิลิเมนตส่ี์เหล่ียมนิยมใชก้บัวตัถุท่ีไม่มีความซบัซอ้น ส่วนอิลิเมนตส์ามเหล่ียมนั้นสามารถใชส้ร้าง
แบบจ าลองไฟไนต์อิลิเมนต์ท่ีมีความซับซ้อนหรือมีส่วนโค้งได้สะดวกกว่า ซ่ึงในหัวข้อน้ีได้
ยกตวัอย่างการวิเคราะห์ปัญหาการกระจดัเหมือนในหัวขอ้การวิเคราะห์อิลิเมนต์ชนิดหน่ึงมิติใน
หวัขอ้ท่ีผา่นมา ซ่ึงสามารถใช้ฟังก์ชัน่เส้นตรงเพื่อประมาณการกระจดัของอิลิเมนตใ์นทิศทางตาม
แกน X และแกน Y  ได ้ดงัรูปท่ี 2.13 
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รูปที ่2.13 อิลิเมนตส์องมิติแบบส่ีเหล่ียม และ เส้นแสดงการกระจดัภายในอิลิเมนต ์

 
จากรูปท่ี 2.13 สามารถเขียนสมการของการกระจดัโดยประมาณค่าการกระจดักระจาย

ภายในอิลิเมนตใ์นรูปแบบของฟังกช์ัน่ของแกน X  และ Y  ไดด้งัน้ี  
 

( )
1 2 3 4

eD b b x b y b xy       (2.20) 
 

เม่ือ 1b , 2b , 3b  , 4b  ใชแ้ทนตวัแปรของโหนด  , , ,i j m n  ตามล าดบั 
 

iD D  ท่ี x = 0 และ y  = 0    

jD D  ท่ี x = l และ y  = 0    

mD D ท่ี x = l และ y  = w     

nD D ท่ี x = 0 และ y  = w     
เม่ือแทนค่าสภาวะของโหนดต่างๆ ลงในสมการท่ี (2.20) แกส้มการหาค่า 1b , 2b , 3b  , 

4b  จะไดว้า่ 
 

1 1b D  ,  2

1
j ib D D

l
   ,  3

1
n ib D D

w
  ,  4

1
i j m nb D D D D

lw
   

(2.21) 

jD  
mD  

iD  

nD  

n  

j  

m  

i  

D  

X  

Y  

l  

w  

แกน X ,Y  คือ global coordinate 
แกน x , y    คือ  local coordinate 
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แทนค่า 1b , 2b  , 3b  , 4b  ลงในสมการท่ี (2.21) แลว้ท าการจดักลุ่มของตวัแปร จะได้

สมการของการกระจดัภายในอิลิเมนตใ์นเทอมของ Shape Function คือ 
 

( )       

i

je
i j m n

m

n

D

D
D S S S S

D

D

 
 
 

    
 
  

   (2.22) 

เม่ือ 

1 1i

x y
S

l w
      
  

     

  

1j

x y
S

l w
   
 

      

 
xy

Sm
lw

        

 

1n

y x
S

w l
   
 

      

 
สมการของ Shape Function ท่ีไดม้าน้ีสามารถน าไปใชห้าค่าตวัแปรอ่ืนท่ีตอ้งการทราบ

ได ้ดงันั้นจึงเขียนสมการท่ี (2.22) ในรูปของตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าไดด้งัสมการท่ี (2.23) 
 

( )         

i

je
i j m n

m

n

S S S S










 
 
 

    
 
  

   

(2.23) 
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ในส่วนของอิลิเมนต์ชนิดสองมิติรูปแบบสามเหล่ียม ดังรูปท่ี 2.14 มีคุณสมบัติ
เหนือกวา่อิลิเมนต์ส่ีเหล่ียมตรงท่ีสามารถสร้างแบบจ าลองไฟไนตอิ์ลิเมนตท่ี์มีส่วนโคง้ไดส้ะดวก
กวา่นั้น มีวธีิการวเิคราะห์เหมือนกบักบัอิลิเมนตส่ี์เหล่ียม โดยมีสมการของการกระจดัท่ีอยูภ่ายในอิ
ลิเมนต ์ดงัสมการท่ี (2.24) 

 
( )

1 2 3
eD a a X a Y       (2.24) 

 

X  
รูปที ่2.14 อิลิเมนตส์องมิติแบบสามเหล่ียม และ เส้นแสดงการกระจดัภายในอิลิเมนต ์

 
พิจารณาการกระจดัท่ีโหนด , ,i j k  

 

iD D  ท่ี iX X  และ iY Y  

jD D  ท่ี jX X และ jY Y  

kD D  ท่ี kX X  และ kY Y  
แทนตวัแปรของโหนดต่างๆลงในสมการท่ี (2.24) จะได ้

 

1 2 3i i iD a a X a X    
 

1 2 3j j jD a a X a X       (2.25) 

D  

iD  

jD  

kD  

( , )i iX Y  

( , )j jX Y  

( , )k kX Y  Y  
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1 2 3k k kD a a X a X    
 

แกส้มการและจดัรูปแบบให้อยูใ่นเทอมของ 1a , 2a , 3a  จะได ้
 

     1

1
2 j k k j i k i i k j i j j i ka X Y X Y D X Y X Y D X Y X Y D

A
         

 

     2

1
2 j k i k i j i j ka Y Y D Y Y D Y Y D

A
          (2.26) 

 

     3

1
2 k j i i k j j i ka X X D X X D X X D

A
         

 
เม่ือ A  คือพื้นท่ีของอิลิเมนตส์ามเหล่ียม ซ่ึงค านวณจาก 

 

     2 i j k j k i k i jA X Y Y X Y Y X Y Y         (2.27) 

 
แทนค่า 1a , 2a , 3a  ลงในสมการ (2.27) และท าการจดักลุ่มใหอ้ยูใ่นเทอมของ iD , jD  ,

kD  จะได ้
 

( )     
i

e
i j k j

k

D

D S S S D

D

 
 

    
 
 

    (2.28) 

 
เม่ือ , ,i j kS S S  คือ Shape Function ดงัสมการท่ี (2.29) ถึง (2.31) 

 
1

( )
2i i i iS X Y

A
         (2.29) 

 
1

( )
2j j j jS X Y

A
         (2.30) 
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1
( )

2k k k kS X Y
A
         (2.31) 

 
เม่ือ 

i j k k jX Y X Y    , i j kY Y    , i k jX X    

j k i i kX Y X Y    , j k iY Y    , j i kX X    

k i j j iX Y X Y    , k i jY Y    , k j iX X    
 

2.2.3 การวเิคราะห์อลิเิมนต์ชนิดสามมิติ 
ในหวัขอ้น้ีกล่าวถึงการวเิคราะห์อิลิเมนตช์นิดสามมิติ เร่ิมดว้ยการวิเคราะห์อิลิเมนตส์าม

มิติท่ีมีจ  านวนโหนด 4 โหนด หลงัจากนั้นจึงท าการวิเคราะห์อิลิเมนต์สามมิติท่ีมีความระเอียด
ซบัซ้อนมากข้ึน คือการวิเคราะห์อิลิเมนตส์ามมิติท่ีมี 8 โหนด ซ่ึงเป็นอิลิเมนตท่ี์มีจ านวนมากท่ีสุด
ในงานวจิยัคร้ังน้ี 

อิลิเมนต์สามมิติท่ีมีจ  านวนโหนดเท่ากับ 4 โหนด ในแต่ละโหนด ประกอบด้วย 3 
Degree of Freedom ในทิศทาง , ,X Y Z  ดงัรูปท่ี 2.15 โดยอิลิเมนตช์นิดน้ี คืออิลิเมนตพ์ื้นฐานท่ีใช้
ในงานวิเคราะห์ปัญหาเก่ียวกับกลศาสตร์ของแข็ง ซ่ึงการหา Shape Function คล้ายกบัการ
วเิคราะห์อิลิเมนตส์องมิติชนิดสามเหล่ียม 

เร่ิมตน้การวเิคราะห์โดยการพิจารณาสมการระยะเคล่ือนท่ี ดงัสมการท่ี (2.32) ถึง (2.34) 
 

11 12 13 14u C C X C Y C Z        (2.32) 

21 22 23 24v C C X C Y C Z        (2.33) 

31 32 33 34w C C X C Y C Z        (2.34) 
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รูปที ่2.15 อิลิเมนตส์ามมิติชนิดส่ีโหนด 

 
พิจารณาการเคล่ือนท่ีของโหนดในสภาวะต่างๆ เม่ือ 

 

Iu u  ท่ี IX X  , IY Y  , IZ Z  

Ju u  ท่ี JX X  , JY Y  , JZ Z  

Ku u  ท่ี KX X  , KY Y  , KZ Z  

Lu u  ท่ี LX X  , LY Y  , LZ Z  
 

ในท านองเดียวกนัเม่ือพิจารณา v  และw   คือ 
 

Iv v  ท่ี IX X  , IY Y  , IZ Z  

Jv v  ท่ี JX X  , JY Y  , JZ Z  

Kv v  ท่ี KX X  , KY Y  , KZ Z  

Lv v  ท่ี LX X  , LY Y  , LZ Z  

Iw w  ท่ี IX X  , IY Y  , IZ Z  

Jw w  ท่ี JX X  , JY Y  , JZ Z  

Kw w  ท่ี KX X  , KY Y  , KZ Z  

Lw w  ท่ี LX X  , LY Y  , LZ Z  
 

X  

Y  

Z  

I  

J  

K  

L  
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แทน u  , v  และ w  ลงในสมการท่ี (2.32) ถึง (2.34) จะไดส้มการทั้งหมด 12 สมการ 
และ 12 ตวัแปร หลงัจากนั้นท าการแกส้มการหาค่าคงท่ี C และน าค่าคงท่ีนั้นกลบัไปแทนลงใน
สมการท่ี (2.32) ถึง (2.34) อีกคร้ัง จะได ้

 

1 2 3 4I J K Lu S u S u S u S u        (2.35) 

31 2 4I J K Lv S v S v S v S v        (2.36) 

1 2 3 4I J K Lw S w S w S w S w       (2.37) 
 

โดยท่ี shape function คือ 

1

1
( )

6 I I I IS a b X c Y d Z
V

     

2

1
( )

6 J J J JS a b X c Y d Z
V

     

3

1
( )

6 K K K KS a b X c Y d Z
V

     

4

1
( )

6 L L L LS a b X c Y d Z
V

     

 
เม่ือ V  คือปริมาตรของอิลิเมนตส์ามมิติแบบ 4 โหนด ซ่ึงสมารถค านวณไดจ้าก 

 
1

1
6 det

1

1

I I I

J J J

K K K

L L L

X Y Z

X Y Z
V

X Y Z

X Y Z

     (2.38) 

 
ในการวิเคราะห์อิลิเมนต์ 3 มิติสามารถเพิ่มความอะเอียดและความแม่นย  าได้โดย

วิเคราะห์อิลิเมนตช์นิด 8 โหนด ในแต่ละโหนดประกอบดว้ย 3 Degree of Freedom ในทิศทาง 
X,Y,Z ดงัรูปท่ี 2.16 
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รูปที ่2.16 อิลิเมนตส์ามมิติชนิดแปดโหนด 

 
โดยสมการการเคล่ือนท่ี และ Shape Function ของอิลิเมนตช์นิดน้ี คือ 

 
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8

1
( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))

8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8

I J

K L

M N

O P

u u s t r u s t r

u s t r u s t r

u s t r u s t r

u s t r u s t r

       

       

       

       

  (2.39) 

1
( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))

8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8

I J

K L

v v s t r v s t r

v s t r v s t r

       

       

  (2.40) 

1
( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))

8 M Nv s t r v s t r            

1
( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))

8 O Pv s t r v s t r            

,Z w  

,X u  

,Y v  

L  

K  

O  

P  

I  

M  

J  

N  

r  

s  

t  
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1
( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))

8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8
1

( (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ))
8

I J

K L

M N

O P

w w s t r w s t r

w s t r w s t r

w s t r w s t r

w s t r w s t r

       

       

       

       

 (2.41) 

 
2.3 การวเิคราะห์ไร้เชิงเส้น 
2.3.1 การวเิคราะห์ไร้เชิงเส้นเบือ้งต้น 

โครงสร้างในงานวศิวกรรมโยธาโดยส่วนใหญ่มีพฤติกรรมแบบยืดหยุน่เชิงเส้น (Linear 
Elastic) อยา่งไรก็ตามโครงสร้างทุกประเภทมีการตอบสนองแบบไร้เชิงเส้น (Nonlinear) ก่อนเกิด
การวิบติั ซ่ึงการวิเคราะห์โครงสร้างแบบไร้เชิงเส้นน้ีท าให้ไดผ้ลลพัธ์ใกลเ้คียงกบัโครงสร้างจริง
มากข้ึน แต่ในการสร้างแบบจ าลองโครงสร้างและการค านวณก็มีความยุ่งมากมากข้ึนตามไปดว้ย
นอกจากนั้นผูค้  านวณต้องเลือกวิธีการแก้สมการแบบไร้เชิงเส้นให้เหมาะสมเพื่อให้ได้ผลการ
ค านวณท่ีถูกตอ้งและไม่ใชร้ะยะเวลาในการค านวณมากจนเกินไป 

การวิเคราะห์โครงสร้างแบบไร้เชิงเส้นจะลดขอ้จ ากดัเน่ืองจากสมมุติฐานท่ีใช้ในการ
วิเคราะห์โครงสร้างแบบเชิงเส้นลง โดยสามารถวิเคราะห์โครงสร้างแบบไร้เชิงเส้นได ้ 3 รูปแบบ
ดงัต่อไปน้ี 

- พิจารณาพฤติกรรมของวสัดุเป็นแบบยืดหยุ่น (Elastic) และพิจารณาผลของการ
เปล่ียนแปลงรูปร่างในสมการสมดุล ซ่ึงเรียกวา่วิธี Geometric Nonlinearity Analysis การวิเคราะห์
ในลกัษณะน้ีนิยมใชก้บัโครงสร้างท่ีไม่มีความสมบูรณ์ก่อนไดรั้บแรงกระท า และโครงสร้างท่ีไวต่อ 
P-Δ Effect ซ่ึงเป็นโมเมนตท่ี์ท าใหโ้ครงสร้างเสียเสถียรภาพ 

- พิจารณาเฉพาะผลของการเปล่ียนแปลงคุณสมบติัของวสัดุภายใตแ้รงกระท าแต่ไม่
พิจารณาผลของการเปล่ียนแปลงรูปร่างในสมการความสมดุลซ่ึงเรียกวา่วิธี Material Nonlinearity 
Analysis วิธีน้ีนิยมใชก้บัโครงสร้างมีการเปล่ียนแปลงรูปร่างแบบพลาสติก (Plastic Deformation) 
และโครงสร้างท่ีมีการแตกหรือการคืบ (Creep)  

- พิจารณาทั้งผลของการเปล่ียนแปลงคุณสมบติัของวสัดุและผลของการเปล่ียนแปลง
รูปร่างพร้อมกนั ซ่ึงเรียกวา่วิธี Geometric and Material Nonlinearity Analysisโดยโครงสร้างท่ีใช้
การวเิคราะห์ในลกัษณะน้ี คือโครงสร้างท่ีมีการเปล่ียนแปลงรูปร่างแบบพลาสติกเกิดข้ึนร่วมกบั 
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P-Δ Effect และ P−δ Effect รวมถึงโครงสร้างท่ีมีการเปล่ียนแปลงรูปร่างของจุด
เช่ือมต่อ และโครงสร้างท่ีมี Panel Zone Deformation 

 
2.3.2 การวเิคราะห์โครงสร้างทีม่ีพฤติกรรมแบบไร้เชิงเส้นโดยวธีิเมตริกซ์ 

ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น (Linear Elastic) ถา้ก าหนดให้ Linear 
Elastic Global Stiffness Matrix อยูใ่นรูป [ ]eK  ดงัแสดงในสมการท่ี (2.42) 

 

   [ ]eK P      (2.42) 
 

เน่ืองจากการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ Nonlinear มีความยุง่ยากในการแกส้มการหลาย
ชั้นแบบไร้เชิงเส้น (Simultaneous Nonlinear Equation) จึงใชว้ิธีท  าการแบ่งสมการสมดุลเส้นตรง
ออกเป็นเส้นย่อย เพื่อท่ีสามารถประมาณสมการดงักล่าวว่าเป็นเส้นตรงไดโ้ดย Global Stiffness 
Matrix ของเส้นยอ่ยนั้นสามารถเขียนไดใ้นรูปแบบของเมตริกซ์ดงัน้ี 

 
   [ ]tK d dP      (2.43) 

 
เม่ือ [ ]tK  คือ Tangent Stiffness Matrix ส่วน  d  คือ Vector ของการเปล่ียน

ต าแหน่งของโหนดท่ีเปล่ียนแปลงตามขั้นตอนการวิเคราะห์ และ  dP  คือ Vector ของแรงกระท า
และแรงปฏิกิริยาของโหนดท่ีเปล่ียนแปลงตามขั้นตอนการวิเคราะห์ 

โดยทัว่ไปแลว้ [ ]tK  จะประกอบดว้ยส่วนท่ีเป็นแบบ Linear Elastic และส่วนท่ีเป็น
ฟังกช์ัน่กบัแรงกระท าหรือการเปล่ียนต าแหน่งในจุดท่ีท าการวิเคราะห์ ท าให้เขียนสมการ (2.43) ใน
รูปของ 

 
   [ ]t gK K d dP      (2.44) 

 
เม่ือ [ gK ] คือ Geometric Stiffness Matrix ซ่ึงแสดงการเปล่ียนแปลงของความแข็งของ

โครงสร้างเน่ืองจากการเปล่ียนแปลงรูปร่างและการเปล่ียนต าแหน่ง 
ในการท า First Order Inelastic Analysis จะเขียนสมการความสมดุลของจากโครงสร้าง

ท่ียงัไม่มีการเปล่ียนแปลงรูปร่าง ดงันั้นสมการ (2.43) จะอยูใ่นรูปของ 
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   [ ]e mK K d dP      (2.45) 
 

เม่ือ [ mK ] คือ Plastic Reduction Matrix ซ่ึงแสดงการเปล่ียนแปลงความแข็งของ
โครงสร้างเน่ืองจากพฤติกรรมแบบ Inelastic 

ในการท า Second Order Inelastic Analysis ตอ้งพิจารณาทั้ง Geometric Nonlinearity 
และ Material Nonlinearity โดยใชส้มการความสมดุลของโครงสร้างท่ีมีการเปล่ียนแปลงรูปร่างไป
แลว้ดงันั้น สมการ (2.43) จะอยูใ่นรูป 

 
   [ ]e g mK K K d dP       (2.46) 

 
การค านวณ Elastic Critical Load ของโครงสร้างสมการ Global Stiffness Equation จะ

ถูกจดัอยูใ่นรูป Eigen value Problem โดยท่ีสมการความสมดุลท่ีจุดวกิฤตอยูใ่นรูป 
 

   
^[ ] 0e gK K       (2.47) 

 
เม่ือ [ ^

gK ] คือ Geometric Stiffness Matrix ซ่ึงมาจาก Reference Load { refP  },   คือ 
Load Factor ของ { refP } และ { } คือรูปร่างท่ีเกิดจากการโก่งเดาะ 

ค่า Elastic Critical Load จะเท่ากบัค่าต ่าสุดของ λ ท่ีสอดคลอ้งกบัในสมการท่ี (2.47) ใน
กรณีท่ี { } ≠ 0 คูณกบั { refP } หรือ  { refP } และค่า { } ท่ีสอดคลอ้งกบั  { refP } คือการ
โก่งเดาะของโครงสร้าง 

การปรับเปล่ียนค่า Material Constants ใน [ ek ] สามารถใชส้มการ (2.47) ในการหา 
Inelastic Critical Load ได ้โดยการลดรูปสมการใหอ้ยูใ่นรูปของ 

 

   1 ^1
[ ] [ ]f ef gf fk k



      (2.48) 

 
โดย Subscript, f, แทนเมตริกซ์ท่ีสัมพนัธ์กบั Degree of Freedom อิสระเน่ืองจาก

เมตริกซ์ [ ]efk  ตอ้งถูกน ามา Inverse ดงันั้นเมตริกซ์ดงักล่าวตอ้งเป็น Nonsingular Matrix แต่

โดยทัว่ไปแลว้ผลคูณของ 1 ^[ ] [ ]ef gfk k  จะไม่สมมาตร (Un-symmetric Matrix) 
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2.3.3 สมการทีใ่ช้ในการวเิคราะห์และผลลพัธ์ทีไ่ด้ 
ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ Linear Elastic นั้นสามารถหาการตอบสนองของ

โครงสร้างไดโ้ดยตรงโดยการแกส้มการความสัมพนัธ์เชิงเส้นระหวา่งแรงและการเปล่ียนต าแหน่ง
ของโครงสร้าง แต่ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ Nonlinear การตอบสนองของโครงสร้างเป็น
ฟังก์ชัน่กบัแรงกระท าซ่ึงยากต่อการแกส้มการหลายชั้นแบบไร้เชิงเส้น ดงันั้นจึงท าการวิเคราะห์
โครงสร้างตามขั้นตอนดงัน้ี 

1. ท าการแกส้มการอนุพนัธ์ของช้ินส่วนโครงสร้างและท าการตดัเทอมท่ีมี Order สูงๆท่ี
ไม่มีความส าคญัออกเพื่อลดระดบัความเป็น Nonlinear ของสมการ 

2. ท าการสมมุติ Shape Function ซ่ึงเป็นความสัมพนัธ์เชิงเส้นตรงระหวา่งแรงกระท า
และการเปล่ียนต าแหน่งท่ีปลายของช้ินส่วนของโครงสร้างใหเ้หมาะสมกบัโครงสร้างท่ีพิจารณาอยู ่

3. ท าการรวมสมการ Linear Global Stiffness Matrix เขา้ดว้ยกนั 
4. ท าการหาค าตอบของสมการโดยการหาค าตอบของ Simultaneous Nonlinear 

Equation ในขั้นตอนน้ีสามารถท าไดห้ลายวิธี ดงัท่ีแสดงในรูปท่ี 2.17 ซ่ึงวิธีท่ีนิยมคือวิธี Euler หรือ
วธีิ Simple-Step ดงัท่ีแสดงในรูปท่ี 2.17(ข) โดยมีขั้นตอนการท าดงัน้ี 

1. ท าการหา Tangent Stiffness Matrix โดยใชค้่าแรงกระท าท่ีมีค่านอ้ย 
2. ท าการก าหนด Increment ของแรงหรือการเปล่ียนต าแหน่งและท าการแกส้มการท่ีได้

เพื่อหาค่าตวัแปรท่ีไม่ทราบค่าในท่ีน้ีคือค่าการเปล่ียนต าแหน่งหรือค่าแรงปฏิกิริยา 
3. น าค่าการเปล่ียนต าแหน่งหรือค่าแรงท่ีไดแ้ทนกลบัไปยงั Element Stiffness Equation 

เพื่อหาค่าแรงภายใน 
4. ท าการหา Tangent Stiffness Matrix ใหม่จากค่าแรงภายในและค่าการเปล่ียนต าแหน่ง

ท่ีได ้
5. ขั้นตอนการวเิคราะห์จะถูกกระท าจนถึงค่าแรงหรือค่าการเปล่ียนต าแหน่งท่ีก าหนด 
6. น าค่าแรงกระท าค่า, แรงภายใน และค่าการเปล่ียนต าแหน่งท่ีจุดส้ินสุดของแต่ละ 

Increment มารวมกนั เพื่อหาค่าแรงกระท า, ค่าแรงภายในและค่าการเปล่ียนต าแหน่งรวม 
เน่ืองจากวิธีน้ีไม่มีการตรวจสอบความสมดุลของแรงกระท าภายนอกและแรงท่ีเกิดข้ึน

ภายในดังนั้ นในบางกรณีกราฟแสดงการตอบสนองของโครงสร้างท่ีได้อาจแตกต่างจากการ
ตอบสนองจริงของโครงสร้างอย่างไรก็ตามการเพิ่ม Increment ทีละน้อยและโครงสร้างนั้นมี
พฤติกรรมแบบ Nonlinear ไม่สูงมากนกั ดงัเช่นโครงสร้างส่วนใหญ่ในงานวิศวกรรมโยธาแลว้การ
วเิคราะห์โครงสร้างโดยวธีิการน้ีสามารถใหค้ าตอบท่ีมีความละเอียดเพียงพอ 
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รูปที ่2.17 การหาค าตอบ Simultaneous Nonlinear Equation (สิทธิชยั, 2545) 

 
2.3.4 การวเิคราะห์โครงสร้างทีม่ีพฤติกรรมไร้เชิงเส้นทางเรขาคณติ 

วิธี Matrix Stiffness Method ใชใ้นการวิเคราะห์โครงสร้างท่ีมีพฤติกรรมไร้เชิงเส้นทาง
เรขาคณิต (Geometrical Nonlinear) ซ่ึงการหา Geometric Stiffness Matrix [ gK ] ของช้ินส่วน
โครงสร้างดงักล่าว ท าไดโ้ดยพิจารณาช้ินส่วนของโครงสร้างท่ีมีหนา้ตดัสมมาตรรอบแกนสองแกน
หลกั (แกน y และ แกน z ) ซ่ึงถูกกระท าโดยแรงในแนวแกน (Axial Force) และโมเมนตด์ดั 
(Bending Moment) รอบแกน z ดงัแสดงในรูปท่ี 2.18(ก) โดยภายใตแ้รงระท าดงักล่าวช้ินส่วนของ
โครงสร้างอาจเกิดการเปล่ียนต าแหน่ง, การยืดหดตวั และการดดัในเวลาเดียวกนั ท าให้อาจมี
อิทธิพลต่อกนัได ้

ก. ข. 

ค. จ. ง. 



47 

 
 

รูปที ่2.18 ช้ินส่วนของโครงสร้างท่ีมีพฤติกรรมไร้เชิงเส้นทางเรขาคณิต (สิทธิชยั, 2545) 
 

ซ่ึง Geometrical Stiffness Matrix ของช้ินส่วนของโครงสร้างท่ีตอ้งการหา สามารถแบ่ง
ออกเป็นสองรูปแบบคือ Geometrical Stiffness Matrix ท่ีถูกกระท าโดยแรงในแนวแกนและ
Geometrical Stiffness Matrix ท่ีถูกกระท าโดยแรงในแนวแกนและโมเมนตด์ดัร่วมกนั 

 
2.3.4.1 Geometric Stiffness Matrix ของช้ินส่วนโครงสร้างรับแรงในแนวแกน 

การวเิคราะห์โครงสร้างแบบ Linear Elastic ก าหนดให้ความเครียด (Strain) ท่ีเกิดข้ึนใน
โครงสร้างมีค่าน้อยมาก (Infinitesimal Strains) แต่ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ Nonlinear 
ก าหนดใหค้วามเครียดท่ีเกิดข้ึนในโครงสร้างมีค่าท่ีนอ้ยแต่ยงัสามารถวดัได ้(Finite Small Strains) 

รูปท่ี 2.18(ข) แสดง Differential Element ของช้ินส่วนของโครงสร้าง ab  ซ่ึงมีความยาว 
dx  หลงัจากท่ีช้ินส่วนโครงสร้างเกิดการเปล่ียนต าแหน่งแบบวตัถุแกร่งและเกิดความเครียดใน
แนวแกนความยาวของส่วนเล็กๆ ab  เปล่ียนเป็น 

 

                

1/22 2

1 2
du du dv

a b dx
dx dx dx

    

ก. 

ค. Flexure 

ข.Stretching and Rigid Body Rotation of Axis 
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ก าหนดให ้
     2 2

2
   

     
   

ad

du du dv
d

dx dx dx
     

 
ดงันั้น 

 
1/2

' ' 1 aba b d dx        
 

ใช ้Binomial Theorem และการก าจดัเทอมท่ีมี Order สูงออกได ้
 

2 2' ' 1
1

2
a b du du dv
dx dx dx dx

 
   

      
 

 
จากนิยามของความเครียดตั้งฉาก (Normal Strain) สามารถเขียน Finite Strain ไดใ้นรูป 

 
2 2' ' 1

2fin

a b ab du du dv
e

dx dx dx dx
                

 (2.49) 

 
ใช ้ Principle of Virtual Displacement สามารถเขียนสมการ Internal Virtual Work 

เน่ืองจาก Virtual Displacement ของช้ินส่วนของโครงสร้างจาก Reference Configuration ไดใ้นรูป 
 

int ( )x fin
vol

W e d vol       (2.50) 

 
แทนสมการท่ี (2.49) ลงในสมการท่ี (2.50) แลว้ท าการ Integration ตลอดความยาวของ

ช้ินส่วนของโครงสร้างจะได ้
 

2 2

int
0 0

1
2

L L

x x

d u du dv
W A dx A dx

dx dx dx


    
                    

 
 

(2.51) 
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เน่ืองจากก าหนดให ้ ( / ) ( )du dx d u dx   ใน Integral เทอมแรกของสมการท่ี (2.51) 
ดงันั้นสมการดงักล่าวจะใชไ้ดใ้นกรณีท่ีโครงสร้างมีการเปล่ียนแปลงรูปร่างนอ้ยมากเท่านั้น 

และเม่ือแทนความสัมพนัธ์ของหน่วยแรงและความเครียด ( / )x E du dx   ลงใน 
Integral แรก และก าหนดให ้ x A  ใน Integral ท่ีสองเท่ากบั F x2 จะได ้

 
2 2

int 2
0 0

1
2

L L

X

du d u du dv
W EA dx F dx

dx dx dx dx


  
                         

 
 
(2.52) 

 
จากสมการท่ี (2.52) ไดว้า่ Integral เทอมแรกให้ผลลพัธ์เป็น Linear Elastic Stiffness 

matrix  K  ของช้ินส่วนของโครงสร้างท่ีถูกกระท าโดยแรงในแนวแกนในรูป 

 

 
1 1

1 1
EA

K
L

 
   

 

 
และ Integral เทอมท่ีสองจะใหผ้ลลพัธ์เป็น Geometric Stiffness Matrix [ gK ] 

เน่ืองจาก Virtual Operator ถูกพิจารณาเป็น Differential Operator เทียบกบัตวัแปร 
/du dx  และ /dv dx ไดด้งันั้น Internal Virtual Work ของ Integral เทอมท่ีสองเขียนใหม่ไดใ้นรูป 

 

int, 2
0

L

g x

d u du d v dv
W F dx

dx dx dx dx
 


    

         
    (2.53) 

 
หา Element Stiffness Matrix โดยใช ้ Principle of Virtual Displacement และ Shape 

Function จะไดว้า่ 

     ' ' ' '
2

0

L
T T

g x u u v vK F N N N N dx      
  

(2.54) 

 
เม่ือ  

T
uN  และ  

T
vN คือ Shape Function ในกรณีของช้ินส่วนโครงสร้างรับแรง

ในแนวแกนของการเปล่ียนต าแหน่ง u และ v ตามล าดบัและ ' T

uN  และ  ' T

vN คือ Derivatives 
ของ Shape Function ดงักล่าวและจาก /x L   
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จะไดว้า่  
1 2(1 )u u u     และ 1 2(1 )v v v       (2.55) 

 
ดงันั้น 

 ' 1 1T

uN
L L

   
 

 และ  ' 1 1T

vN
L L

   
    

(2.56) 

 
แทนสมการท่ี (2.55) และ (2.56) ลงในสมการท่ี (2.54) จะไดว้า่ 

 
                                                                            u1            v1              u2            v2 

 

2

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

x
g

F
K

L

 
 
     
          

(2.57)

  

 
 

ดงันั้นจึงพบไดว้า่ Geometric Stiffness Matrix เป็นฟังก์ชัน่กบัแรงในแนวแกนท่ีกระท า
อยูบ่นช้ินส่วนของโครงสร้าง 

 
2.3.4.2 Geometric Stiffness Matrix ของช้ินส่วนโครงสร้างรับแรงแนวแกน และ โมเมนต์ดัด 

ผลของการดดัถูกน ามารวมกบั Geometric Stiffness Matrix ไดโ้ดยการน าความเครียด
เน่ืองจากการดดัมารวมเขา้กบัความเครียดเน่ืองจากแรงในแนวแกนจาก Elastic Beam Theory 
ความเครียดเน่ืองจากการดดัอยูใ่นรูป 

 
2

2bending

y d v
e y

dx
       

 
เม่ือน าความเครียดเน่ืองจากการดดัมารวมกบัความเครียดเน่ืองจากแรงตามแนวแกนจะ

ได ้Finite Strain efin อยูใ่นรูป 
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2 22

2

1
2fin

du d v du dv
e y

dx dx dx dx
    

               
(2.58) 

 
แทนสมการ (2.58) ในสมการท่ี (2.50) และให้  /x z zy M I   โดยท่ี

2
z

A

I y dA   จากนั้ นท าการ Integrate ตลอดความยาวของคาน และให้   2 2/d v dx

 2 2/d v dx  ท าให้สมการของ Internal Virtual Work เน่ืองจาก Virtual Displacement ของ
ช้ินส่วนของโครงสร้างจาก Reference Configuration อยูใ่นรูป 

 
2 22

int 2
0 0 0

1
2

L L L

x z x

d u d v du dv
W A dx M dx A dx

dx dx dx dx
 

    
       

                   
  

(2.59) 
แทนความสัมพนัธ์ของหน่วยแรงและความเครียด  x E du /  dx   ลงใน Integral 

แรกจากนั้นแทนความสัมพนัธ์ของโมเมนตด์ดั และความโคง้ (Curvature)  2 2/z zM EI d v dx  
ลงใน integral ท่ีสอง สุดทา้ยท าการก าหนด x A ใน Integral ท่ีสามเท่ากบั Fx2 จะได ้

 
2 22 2

int 22 2
0 0 0

1
2

L L L

z x

du d u d v d v du dv
W EA dx EI dx F dx

dx dx dx dx dx dx
 

  
          

                           
  

(2.60) 
Integral เทอมแรกให้ผลลพัธ์เป็น Linear Elastic Stiffness Matrix ของช้ินส่วน

โครงสร้างท่ีถูกกระท าโดยแรงในแนวแกนในรูป 
 

 
1 1

1 1
EA

k
L

 
   

   (2.61) 

 
Integral เทอมท่ีสองให้ผลลพัธ์เป็น Linear Elastic Stiffness Matrix ของช้ินส่วนของ

โครงสร้างท่ีถูกกระท าโดยโมเมนตด์ดัในรูป 
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 

2 2

2 2

12 6 12 6

6 6
4 2

12 6 12 6

6 6
2 4

z

L L L L

EI L Lk
L

L L L L

L L

 
 
 
 
 
 
   
 
  
 

   (2.62) 

 
Integral ในเทอมท่ีสามหาไดโ้ดยใช้ Shape Function ของช้ินส่วนโครงสร้างรับแรงใน

แนวแกนและช้ินส่วนโครงสร้างรับแรงดดัในรูป 
 

  1 21u u u   

       2 3 2 2 3 2
1 1 2 21 3 2 1 2 3 2z zv x                       

 
เม่ือ /x L   จากนั้นแทน Derivatives ของ Shape Function ดงักล่าวลงในสมการท่ี 

(2.54) จะได ้Geometric Stiffness Matrix เป็นฟังก์ชัน่กบัแรงในแนวแกนกระท าร่วมกบัโมเมนตด์ดั
ของช้ินส่วนโครงสร้างในรูป 

 

                                             u1         v1             1z          u2         v2                2z  

2 2

2

2 2

1 0 0 1 0 0

6 6
0 0

5 10 5 10
2

0 0
10 15 10 30

1 0 0 1 0 0

6 6
0 0

5 10 5 10
2

0 0
10 30 10 15

x
g
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2.3.5 การวเิคราะห์โครงสร้างทีม่ีพฤติกรรมของวสัดุไร้เชิงเส้น 
Matrix Stiffness Method คือวิธีท่ีใชใ้นการวิเคราะห์โครงสร้างท่ีมีพฤติกรรมของวสัดุ

แบบไร้เชิงเส้น (Material Nonlinear) ซ่ึงโครงสร้างท่ีศึกษาเป็นโครงสร้างท่ีท าดว้ยวสัดุเหนียว 
(Ductile Material) ท่ีสามารถเปล่ียนแปลงรูปร่างไดม้ากโดยไม่มีการแตกหกัและไม่เกิดการเสีย
เสถียรภาพ โดยวสัดุเหนียวจะถูกสมมุติให้มีพฤติกรรมแบบ Elastic-Perfectly Plastic อยา่งไรก็ตาม
วธีิการวเิคราะห์โครงสร้างท่ีท าการศึกษาไดใ้ชว้ิธีขอ้หมุนพลาสติก (Plastic Hinge Method) เท่านั้น
เน่ืองจากเป็นวธีิท่ีสามารถวเิคราะห์โครงสร้างทางวศิวกรรมโยธาไดเ้ป็นส่วนใหญ่ 

 
2.3.5.1 พฤติกรรมแบบไม่เชิงเส้นของวสัดุ (Material Nonlinear Behavior) 

การตอบสนองของโครงสร้างแบบ Geometric Nonlinear มีพื้นฐานค่อนขา้งคลา้ยกนั
ดงันั้น Geometric Stiffness Matrix ท่ีกล่าวผา่นมาจึงสามารถใชใ้นการวิเคราะห์โครงสร้างไดท้ั้ง
แบบไร้เชิงเส้นยืดหยุน่ (Elastic Nonlinear) และไร้เชิงเส้นไม่ยืดหยุน่ (Inelastic Nonlinear) แต่
พฤติกรรมของวสัดุแบบไร้เชิงเส้นมีพื้นฐานแตกต่างกนัมากข้ึนอยู่กบัวสัดุท่ีใช้ในโครงสร้างเช่น
พฤติกรรมการคราก (Yielding) ของเหล็กแตกต่างอย่างส้ินเชิงกบัพฤติกรรมการแตกร้าวของ
คอนกรีตเป็นตน้นอกจากนั้นในพฤติกรรม Material Nonlinear แต่ละแบบอาจใชว้ิธีในการวิเคราะห์
แตกต่างกนัไดห้ลายวิธี เช่น ในกรณีพฤติกรรมการ Yielding ของเหล็กอาจถูกวิเคราะห์ในรูปแบบ
ขอ้หมุนพลาสติก (Plastic Hinge Analysis) จนถึงขั้นการวิเคราะห์โดยใชว้ิธีไฟไนตอิ์ลิเมนต ์(Finite 
Element Analysis) แบบสามมิติ ท่ีมีพื้นฐานมาจากทฤษฎีกลศาสตร์ความต่อเน่ือง (Continuum 
Mechanics) และทฤษฎีพลาสติก (Plasticity Theory) ส่วนในกรณีพฤติกรรมการแตกร้าวของ
คอนกรีตอาจถูกพิจารณาอยา่งละเอียดมากในระดบัของการพิจารณาทุกรอยแตกจนถึงอยา่งง่ายโดย
การท า “Smearing” รอยแตกเขา้ดว้ยกนัแลว้พิจารณาผลทั้งหมดท่ีเกิดจากการแตกร้าว 

ในการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ Linear Elastic ไม่นิยมพิจารณาหน่วยแรงท่ีจุดเล็กมาก
บนโครงสร้างแต่จะไปหาการกระจายของหน่วยแรงลพัธ์ (Stress Resultant) บนหน้าตดัของ
โครงสร้างซ่ึงถูกใช้ในการหาสมการความแข็งแกร่งของช้ินส่วนโครงสร้าง (Element Stiffness 
Equation) หรือสมการความยืดหยุน่ของช้ินส่วนของโครงสร้าง (Element Flexibility Equation) ท่ี
น าไปสู่การวิเคราะห์โครงสร้างทั้งระบบไดโ้ดยตรง แต่ในกรณีของการวิเคราะห์โครงสร้างแบบ 
Nonlinear นั้นในแต่ละระดบัของการพิจารณาอาจมีทางเลือกในการจ าลองโครงสร้างหลายแบบเพื่อ
ศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้าง ดงันั้นการแปลความหมายท่ีไดจ้ากการวิเคราะห์จึงตอ้งใช้ความรู้
เก่ียวกบัการสร้างแบบจ าลองนั้นดว้ย 

 



54 

2.3.5.2 ทฤษฎพีลาสติก (Plasticity Theory) 
พิจารณาช้ินส่วนของโครงสร้าง Plastic ขนาดเล็กท่ีจุดใดๆ (Differential Element) ซ่ึง

ใชว้สัดุท่ีมีพฤติกรรมแบบ Elastic-Perfectly Plastic และถูกกระท าโดยหน่วยแรงต่างๆ ก าหนดให้
ความสัมพนัธ์ของหน่วยแรงและความเครียดของวสัดุมีลกัษณะดงัแสดงใน รูปท่ี 2.19(ก) และ
สภาวะของหน่วยแรงหลกั (Principal Stresses) ท่ีจุดพิจารณามีลกัษณะดงัท่ีแสดงใน รูปท่ี 2.19(ข) 

ในทฤษฎีพลาสติกมีเทอมสองเทอมท่ีตอ้งทราบ คือ Yield Function และ Flow Rule 
นิยมหาโดยใช ้Von Mises Criterion และ Normality Criterion ตามล าดบั โดยกล่าววา่ช้ินส่วนขนาด
เล็กของโครงสร้างจะมีพฤติกรรมแบบยดืหยุน่เม่ือ Yield Function f มีค่านอ้ยกวา่ 22 Y  โดยท่ี 

 

     
2 22

1 2 2 3 1 3f              (2.64) 
 

การ Yielding ของวสัดุจะเกิดข้ึนเม่ือ Yield Function (f) มีค่าเท่ากบั 22 Y  
ส าหรับวสัดุท่ีมีพฤติกรรมแบบพลาสติกโดยสมบูรณ์แลว้ Yield Function (f) มีค่า

มากกวา่ 22 Y  ไม่ได ้
การตอบสนองของช้ินส่วนของโครงสร้างในสภาวะ Yielding ข้ึนกบัล าดบัการกระท า

ของแรงโดยถูกแบ่งออกเป็นสามรูปแบบ คือ 
1.การเครียดแบบพลาสติกอยา่งง่าย (Simple Plastic Straining) 
2. การเครียดแบบพลาสติกและการเครียดแบบยดืหยุน่ (Elastic Straining) ร่วมกนั 
3. การเครียดแบบยืดหยุน่อยา่งง่าย (Simple Elastic Straining) ซ่ึงเป็นการกลบัมาอยูใ่น

สภาวะยดืหยุน่อีกคร้ังหลงัจากผา่นสภาวะการเครียดแบบพลาสติก 
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รูปที ่2.19 พฤติกรรม Elastic-Perfectly Plastic ของช้ินส่วนโครงสร้าง (สิทธิชยั, 2545) 

 
พิจารณาสภาวะหน่วยแรงในระนาบ (Plane Stress) เม่ือ 3 = 0 ซ่ึงสามารถเขียน Yield 

Function (f) ไดใ้นรูป 
 

2 2
1 1 2 2

2
1

y

   



 
     (2.65) 

 
สมการ (2.65) คือ สมการรูปวงรี ดงัรูปท่ี 2.19(ค) ซ่ึงมกัถูกเรียกวา่ Yield Locus ส าหรับ

ในกรณีของสภาวะหน่วยแรงในสองมิติหรือ Yield Surface ส าหรับในกรณีของสภาวะหน่วยแรง
ในสามมิติอาจเรียกความสัมพนัธ์ของ Plastic Strain ท่ีเพิ่มข้ึนกบัหน่วยแรงท่ีเพิ่มข้ึนไดว้่า Flow 
Rule ซ่ึงเกิดจากแนวคิดท่ีวา่ความเครียดเกิดข้ึนในเน้ือวสัดุ ije  จะเท่ากบัผลรวมของความเครียด

ยืดหยุน่ท่ีคืนตวัได ้ e
ije  (Recoverable Elastic Strain) กบัความเครียดพลาสติกท่ีคืนตวัไม่ได ้ p

ije  

(Irrecoverable Plastic Strain) ดงัท่ีแสดงในรูปท่ี 2.19(ง) หรือ ije = e
ije + p

ije  
เม่ือหน่วยแรงท่ีกระท าต่อเน้ือวสัดุอยูบ่น Von Mises Yield Surface และเกิด Plastic 

Strain ข้ึนในเน้ือวสัดุดงักล่าวแลว้ Plastic Strain ลพัธ์ตอ้งตั้งฉากกบั Von Mises Yield Surface ท่ีจุด
เกิด Plastic Strain ดงันั้นในกรณีของรูปท่ี 2.19(ค) และ Incremental Component ของ Plastic Strain 
ลพัธ์อยูใ่นรูป 

ง. ค. 

ข. ก. 
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yp
ij

ij

f
de 





     (2.66) 

 
โดยท่ี λ มีค่าไดไ้ม่จ  ากดั (Indefinite) ถา้ Plastic Flow ไม่ถูกยึดร้ังแลว้ λ จะข้ึนอยูก่บั

ความตา้นทานของเน้ือวสัดุรอบจุดท่ีพิจารณาแต่ถา้ Plastic Flow ถูกยึดร้ังจากสมการท่ี (2.66) จะ
เห็นไดว้า่ถา้ไม่มี Plastic Strain พุ่งเขา้แลว้ Incremental Elastic Strain จะตอ้งสัมผสั (Tangent) กบั 
Yield Surface ท่ีจุดดงักล่าว 

ส าหรับวสัดุท่ีไม่มีพฤติกรรมแบบพลาสติกโดยสมบูรณ์ในช่วง Yielding เช่นวสัดุท่ีมี
พฤติกรรมแบบ Bilinear Elasto-Plastic ดงัแสดงในรูปท่ี 2.20(ก) สามารถใช้ Flow Rule ในการ
วเิคราะห์โครงสร้างได ้แต่ตอ้งเพิ่ม Hardening Rule เขา้ไปเพื่อระบุวา่ Yielding Surface ควรปรับแก้
อยา่งไรในช่วงท่ีเกิด Plastic Flow ซ่ึง Hardening Rule ท่ีนิยมน ามาใชคื้อ Isotropic Hardening Rule 
ซ่ึงสมมุติให้ Yielding Surface เกิดการขยายตวัสม ่าเสมอและ Kinematic Hardening Rule ซ่ึงสมมุติ
ให ้Yielding Surface เกิดการเล่ือนไดด้งัท่ีแสดงในรูปท่ี 2.20(ข) 

 

 
รูปที ่2.20 พฤติกรรมวสัดุท่ีไม่มีพฤติกรรมแบบพลาสติกโดยสมบูรณ์ (สิทธิชยั, 2545) 

 
2.3.5.3 การวเิคราะห์โครงสร้างแบบพลาสติก (Plastic Analysis) 

ในการวเิคราะห์โครงสร้างแบบ Plastic Analysis ถูกน ามาใชใ้นการวิเคราะห์โครงสร้าง
ท่ีท าดว้ยวสัดุท่ีมีพฤติกรรมแบบ Elastic-Plastic โดยมีแนวคิดพื้นฐานในการวิเคราะห์แบบขอ้หมุน
พลาสติก (Plastic Hinge) และ Mechanism Formation 

Plastic Hinge Concept กล่าววา่หน้าตดัของช้ินส่วนของโครงสร้างเช่นหน้าตดัคาน
เหล็กท่ีถูกกระท าโดยแรงในแนวแกน (Axial Force) และโมเมนตด์ดั (Bending Moment) จะมี
พฤติกรรมการตอบสนองต่อแรงกระท าสองแบบ คือ 

ข. ก. 
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1.แบบยืดหยุน่อยา่งสมบูรณ์ (Completely Elastic) กรณีท่ีหน่วยแรงสูงสุดท่ีเกิดข้ึนบน
หนา้ตดัดงักล่าวมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบัหรือ Yielding Stress y  

2.แบบพลาสติกทั้งหนา้ตดั (Fully Plastic) โดยมีหน่วยแรงดึงและหน่วยแรงอดัเท่ากบั 

y พฤติกรรมการตอบสนองต่อแรงกระท าแบบท่ีสอง คือรูปแบบของพฤติกรรมแบบ Plastic 
Hinge ซ่ึงหนา้ตดัของโครงสร้างท่ีมีพฤติกรรมน้ีจะมีความเครียดพลาสติก (Plastic Strain) เกิดข้ึน
ได้อย่างไม่จ  ากดัถา้หน้าตดัดงักล่าวไม่ถูกยึดร้ังโดยส่วนของโครงสร้างอ่ืนแลว้สมการ Bilinear 
Formula ท่ีนิยมใชใ้นการวิเคราะห์แบบพลาสติก (Plastic Analysis) ของคานหนา้ตดั Wide Flange 
ท่ีถูกกดอดัและถูกดดัร่วมกนัรอบแกนหลกั คือ 

 

1.18 1 p p
y

P
M M M

P

 
    

 

    (2.67) 

 
เม่ือ yP  เป็น Squash Load ซ่ึงมีค่าเท่ากบัพื้นท่ีหน้าตดัคูณดว้ย y  ส่วน pM  คือ

พลาสติกโมเมนต ์(Plastic Moment) ซ่ึงมีค่าเท่ากบั Plastic Section Modulus Z คูณดว้ย y  
ส่วน Mechanism Formation คือ การวิเคราะห์โครงสร้างโดยสมมุติให้วสัดุของ

โครงสร้างมีพฤติกรรมแบบแกร่ง-พลาสติก (Rigid-Plastic Analysis) โดยเป็นการวิเคราะห์ค่าแรงท่ี
นอ้ยท่ีสุดท่ีท าให้เกิด Plastic Hinge Mechanism ซ่ึงเรียกวา่ Plastic Limit Load และไม่พิจารณาถึง
การเปล่ียนแปลงรูปร่างแบบยดืหยุน่ (Elastic) ของโครงสร้าง 

 
2.4 การเสริมก าลังอาคารด้วยวัสดุคอมโพสิตประเภทโพลิเมอร์เสริมเส้นใย (Fiber Reinforced 
Polymer) 

อาคารท่ีตั้ งอยู่ในบริเวณในพื้นเส่ียงต่อแผ่นดินไหวควรได้รับการออกแบบเพื่อให้
สามารถทนต่อแรงแผ่นดินไหวได้ในระดับหน่ึง ซ่ึงอาคารในประเทศไทยท่ีตั้งอยู่ในบริเวณท่ีมี
ความเส่ียงเช่น จงัหวดัเชียงใหม่ส่วนมากไม่ไดอ้อกแบบโครงสร้างให้รองรับแผน่ดินไหว ท าให้มี
ความจ าเป็นท่ีตอ้งเสริมก าลงัช้ินส่วนอาคารนั้นเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพในการรับแรงแผ่นดินไหวท่ี
อาจเกิดข้ึนได ้ซ่ึงการเสริมก าลงัให้กบัอาคารเดิมท่ีไม่ไดรั้บการออกแบบเพื่อรองรับแผน่ดินไหวมี
อยูห่ลายวธีิ เช่น การพอกเสาหรือคานใหมี้ขนาดใหญ่ข้ึน และ การเสริมเหล็กทแยง (Bracing) แต่วิธี
ท่ีไดรั้บความนิยมในปัจจุบนั คือการเสริมก าลงัดว้ยวสัดุคอมโพสิตประเภทโพลิเมอร์เสริมเส้นใย 
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เน่ืองจากมีความทน, น ้ าหนกัเบา และติดตั้งง่าย ซ่ึงวสัดุดงักล่าวสามารถน ามาใชป้ระโยชน์กบังาน
อาคารได ้เช่น 

- เพิ่มความสามารถทางดา้นก าลงั และความเหนียวใหก้บัช้ินส่วนอาคาร 
- ซ่อมแซมช้ินส่วนของอาคารท่ีเกิดการเสียหาย 
- ลดและควบคุมรอยร้าวของคอนกรีต 
- เพิ่มระยะเวลาการเส่ือมสภาพของโครงสร้าง 
- ปกป้องช้ินส่วนอาคารจากสภาพแวดลอ้มภายนอก 

 
2.4.1 คุณสมบัติของเส้นใยและแผ่นโพลเิมอร์เสริมเส้นใย 

ปัจจุบันการเสริมก าลังโครงสร้างในงานวิศวกรรมโยธาด้วยว ัสดุคอมโพสิต 
(Composites) ประเภท Fiber Reinforced Polymer (FRP) เป็นท่ีรู้จกัและนิยมใช้งานกนัอย่าง
กวา้งขวางทั้งในประเทศไทยและต่างประเทศ เน่ืองจากวสัดุดงักล่าวมีความสะดวกในการติดตั้งและ
สามารถประยกุตใ์ชไ้ดห้ลากหลายรูปแบบโดยทัว่ไปท่ีนิยมใชใ้นงานวศิวกรรมโยธามีอยู ่3 ประเภท 
คือ 

-ใยแกว้ (Glass Fibers) คือ เส้นใยท่ีนิยมใช้งานในดา้นวิศวกรรมโยธาเน่ืองจากความ
เหมาะสมในด้านราคา และก าลังรับน ้ าหนักท่ีตอ้งการ เส้นใยแก้วท่ีมีขายในทอ้งตลาดมีหลาย
รูปแบบเช่นรูปแบบ E-Glass (Electrical Grade) นิยมใชท้ัว่ไปส าหรับการเสริมก าลงัดว้ยวสัดุคอม
โพสิตส่วนรูปแบบ High Strength S-2® Glass และ ECR-Glass ใชง้านท่ีทนต่อกรด นอกจากน้ียงัมี
รูปแบบท่ีปรับปรุงส่วนผสมเส้นใยชนิดต่างๆเพื่อให้มีก าลงัรับน ้ าหนกัและโมดูลสัมากข้ึนแต่ก็ท า
ใหร้าคาของวสัดุคอมโพสิตนั้นสูงตามไปดว้ย 

-เส้นใยคาร์บอน (Carbon Fibers) สามารถแบ่งออกไดเ้ป็น 2 ชนิดไดแ้ก่ เส้นใยชนิดท่ีมี
โมดูลสัสูง (High Modulus) และเส้นใยชนิดก าลงัสูง (High Strength) ความแตกต่างของคุณสมบติั
ระหวา่งเส้นใยทั้งสองชนิดเกิดจากความแตกต่างของโครงสร้างจุลภาคของเส้นใยนั้น 

-เส้นใยอะรามิด (Aramid Fibers) คุณสมบติัท่ีส าคญัของเส้นใยชนิด คือ ความเหนียว 
และความสามารถในการทนต่อการขูดขีดสูง อีกทั้งยงัสามารถใช้งานไดใ้นช่วงอุณหภูมิ -200 ถึง 
200 องศาเซลเซียส โดยคุณสมบติัของเส้นใยชนิดต่างๆสามารถสรุปไดด้งั ตารางท่ี 2.2 

จากท่ีกล่าวมาขั้นตน้วา่วสัดุคอมโพสิตประกอบดว้ยวสัดุอยา่งนอ้ยสองชนิด ดงันั้นการ
น าเส้นใยดงักล่าวมาใชใ้นการเสริมก าลงัโครงสร้างคอนกรีตเสริมเหล็กนั้น จึงตอ้งมีเรซินเพื่อช่วย
ในการถ่ายแรงระหว่างเส้นใยกับโครงสร้าง และยงัช่วยป้องกันเส้นในจากสภาวะแวดล้อม 
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ตลอดจนป้องกนัเส้นใยจากสภาวะเชิงกลต่างๆ หลงัจากน าเส้นใยมาเคลือบดว้ยเรซินแลว้ จะไดว้สัดุ
คอมโพสิตเสริมใยเป็นท่ีมีลกัษณะเป็นแผน่ท่ีมีคุณสมบติัทางกลดงัตารางท่ี 2.3 

 
ตารางที ่2.2 คุณสมบติัของเส้นใย (มยผ.1508-51, 2551) 

ชนิดของเส้นใย 
ความ

ถ่วงจ าเพาะ 

ก าลงัรับแรงดึง โมดูลสัแรงดึง 
เมกา

ปาสกาล 
กิโลปอนด์ 
/ตร.น้ิว 

จิกะปาส
กาล 

(103กิโลปอนด์ 
/ตร.น้ิว) 

เส้นใยแกว้ E-Glass 2.58 2,689 390 72.4 10.5 
เส้นใยแกว้ S-2-Glass® 2.48 4,280 620 86.0 13.0 
เส้นใยแกว้ ECR-Glass 2.62 3,625 525 72.5 10.5 
เส้นใยอะรามิด K-49 1.44 3,620 525 131.0 19.0 
เส้นใยคาร์บอน AS4 1.8 3,790 550 234.0 34.0 

 
ตารางที ่2.3 คุณสมบติัของแผน่คอมโพสิตเสริมเส้นใย (มยผ.1508-51, 2551) 

ระบบ FRP 

มอดูลสัยดืหยุน่  
(GPa.) 

ก าลงัรับแรงดึง  
(MPa.) 

ความเครียด
ประลยั 

 ทิศ 0 องศา 
(%) 

ทิศ 0 องศา ทิศ 90 องศา ทิศ 0 องศา ทิศ 90 องศา 

เส้นใย
คาร์บอนก าลงั
สูงในอีพอ็กซี 

100-140 2-7 1,020-2,080 35-70 1.0-1.5 

เส้นใยแกว้
เอนกประสงค์
ในอีพอ็กซี 

20-40 2-7 520-1,400 35-70 1.5-3.0 

เส้นใย 
อะรามิด

ประสิทธิภาพ
สูงในอีพอ็กซี 

48-68 2-7 700-1,720 35-70 2.0-3.0 
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คุณสมบติัของแผ่นคอมโพสิตเสริมเส้นใยในตารางท่ี 2.3 น้ีค  านวณจากพื้นท่ีหน้าตดั
ของแผน่ FRP ซ่ึงมีความหนา 2.5 มิลลิเมตร และมีปริมาณเส้นใยประมาณร้อยละ 40 ถึง 60 ของ
ปริมาตรแผน่ FRP 

 
เน่ืองจากคุณสมบติัของเส้นใยแต่ละชนิดแตกต่างกันอย่างเห็นได้ชัดท าให้เส้นใย

สมรรถนะสูงจึงมีราคาสูงซ่ึงวสัดุเหล่าน้ีสามารถน าประสานกันเป็นชั้นในทิศทางการเรียงตัว
เดียวกนัเพื่อใหไ้ดคุ้ณสมบติัตามท่ีตอ้งการในราคาท่ียอมรับไดโ้ดยเรียกวสัดุคอมโพสิตในลกัษณะน้ี
วา่วสัดุคอมโพสิตแบบไฮบริด ตวัอยา่ง เช่น การประสานกนัระหวา่งเส้นใยคาร์บอนกบัเส้นใยแกว้
เพื่อพฒันามาใชใ้นงานโครงสร้างพื้นฐาน (Infrastructure) ดงัตารางท่ี 2.4 

 
ตาราง 2.4 คุณสมบติัของวสัดุคอมโพสิตแบบไฮบริดเสริมเส้นใย (มยผ.1508-51, 2551) 

อตัราส่วน 
CFRP/GFRP 

แรงดึง 
(MPa) 

โมดูลสัแรงดึง 
(GPa) 

แรงดดั 
(MPa) 

โมดูลสัแรงดดั 
(GPa) 

ความหนาแน่น 
(กรัม/ลบ.ซม.) 

0 : 100 604.7 40.1 944.6 35.4 1.91 
25 : 75 641.2 63.9 1061.8 63.4 1.85 
50 : 50 689.5 89.6 1220.4 78.6 1.80 
75 : 25 806.7 123.4 1261.7 1261.7 1.66 

 
2.4.2 การติดตั้งระบบแผ่นโพลเิมอร์เสริมเส้นใย 

วิธีการทัว่ไปส าหรับติดตั้งระบบน้ีมีอยู ่ 3 รูปแบบ คือแบบข้ึนรูปเปียก, แบบบ่มส าเร็จ 
และแบบฝังใกลผ้วิ โดยแต่ละรูปแบบอาจมีวธีิการเฉพาะของผูผ้ลิตในการติดตั้งท่ีแตกต่างกนั 

 
2.4.2.1 การติดตั้งระบบขึน้รูปเปียก 

การติดตั้งแบบข้ึนรูปเปียกท าไดโ้ดยน าเรซินลงเคลือบเส้นใยในสถานท่ีก่อสร้าง โดยมี
วธีิการดงัน้ี 

-การผสมเรซิน (Resin) ตอ้งผสมทุกส่วนผสมของเรซินทั้งตวัสารหลกัและสารท่ีท าให้
แข็งตวัโดยใชส้ัดส่วนและระยะเวลาท่ีเหมาะสมจนไดค้วามขน้เหลวท่ีสม ่าเสมอ โดยระหว่างการ
ผสมหา้มท าการเจือจางเรซิน เน่ืองจากอาจมีผลเสียดา้นก าลงัตลอดจนการยดึเกาะได ้การใชเ้รซินใน
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แต่ละคร้ังควรผสมเรซินในปริมาณท่ีเหมาะสมเพื่อไม่ให้เรซินท่ีผสมแลว้มีอายุเกินช่วงเวลาท่ียงั
ท างานได ้

-วสัดุรองพื้น (Primer) และวสัดุฉาบ (Putty) ปกติการติดตั้งระบบคอมโพสิตจ าเป็นตอ้ง
มีชั้นรองพื้นโดยการทาวสัดุรองพื้น 1 ถึง 2 ชั้น บนผิวของช้ินงานเพื่อให้ซึมลงไปในรูเปิดบนผิว
และตอ้งท าการป้องกนัผวิของชั้นรองพื้นและวสัดุฉาบจากฝุ่ นความช้ืนและส่ิงปนเป้ือนอ่ืนๆ 

-สารเคลือบเส้นใย (Saturant) การลงสารเคลือบเส้นใยชั้นแรกตอ้งลงอยา่งสม ่าเสมอทัว่
บริเวณท่ีติดตั้ง โดยความหนืดของสารท่ีใชต้อ้งต ่าเพียงพอท่ีสามารถแทรกซึมไปเคลือบทัว่แผน่เส้น
ใยก่อนการบ่มในอุณหภูมิหอ้ง 

-การลงแผ่นเส้นใยและสารเคลือบเส้นใย หลงัจากลงสารเคลือบเส้นใยชั้นแรกอย่าง
สม ่าเสมอแลว้จึงท าการติดตั้งแผน่เส้นใยโดยตดัแผน่เส้นใยไวล่้วงหน้าตามความยาวท่ีผูอ้อกแบบ
ก าหนดและท าการกดแผน่เส้นใยอยา่งนุ่มนวลลงบนสารเคลือบเส้นใยท่ีทาไว ้หลงัจากนั้นจึงท าการ
รีดอากาศท่ีถูกขงัอยูร่ะหว่างช้ินงานและแผน่เส้นใย โดยการรีดตอ้งท าขนานทิศของเส้นใยและท า
ให้เรซินยงัคงเคลือบทัว่เส้นใยและแนบสนิทกบัผิวโดยไม่ควรรีดในทิศตั้งฉากกบัเส้นใย ในส่วน
กรณีเป็นแผน่เส้นใยมีการเรียงใน 2 ทิศทางให้ท าการรีดจากหวัถึงทา้ยในทิศเส้นขวางก่อนจึงค่อย
รีดในทิศเส้นยนื หลงัจากนั้นจึงลงสารเคลือบเส้นใยทบัแผน่เส้นใยอีกชั้นใหชุ่้มตวัเส้นใยอยา่งทัว่ถึง 
ทั้งการลงสารเคลือบเส้นใยชั้นแรก การติดตั้งแผน่เส้นใย และการลงสารเคลือบเส้นใยทบัหนา้ให้
กระท าอยา่งต่อเน่ือง 

-กรณีเส้นใยหลายชั้นในกรณีท่ีท าการติดตั้งระบบท่ีใชเ้ส้นใยหลายชั้นการติดตั้งแต่ละ
ชั้นให้ท าตามการลงแผ่นใยขั้นต้น แต่ปริมาณของเรซินท่ีใช้ทบัหน้าแผ่นเส้นใยแต่ละชั้นควร
มากกวา่กรณีของแผน่เส้นใยชั้นเดียวอยูป่ระมาณร้อยละ 15 ถึงร้อยละ 20 เน่ืองจากเรซินตอ้งเป็นทั้ง
ทบัหนา้ของแผน่เส้นใยชั้นก่อนหนา้และตอ้งเป็นรองพื้นของแผน่เส้นใยชั้นถดัมาดว้ย การจดัเรียง
ทิศของเส้นใยและล าดบัการจดัวางใหท้  าตามก าหนดในการออกแบบ ซ่ึงการลงแผน่เส้นใยแต่ละชั้น
ใหล้งก่อนท่ีเรซินชั้นก่อนหนา้จะเร่ิมแขง็ตวั 

-การต่อทาบแผน่เส้นใยกรณีท่ีเส้นใยมีการขาดช่วงในทิศของเส้นใยตอ้งท าการต่อทาบ
โดยความยาวของการต่อทาบให้เป็นไปตามแบบก าหนดแต่ตอ้งไม่ต ่ากว่า 150 มิลลิเมตร เม่ือใช้
แผน่เส้นใยหลายแถบขนานกนัจ าเป็นตอ้งจดัรอยต่อของแต่ละแถบไม่ให้อยูใ่นแนวเดียวกนั และใน
กรณีท่ีใชแ้ผน่เส้นใยหลายชั้นตอ้งจดัให้รอยต่อของแต่ละชั้นเยื้องกนัซ่ึงไม่จ  าเป็นตอ้งต่อทาบแผ่น
เส้นใยในทิศขวางนอกจากมีการระบุในแบบ 

-แนวของวสัดุเส้นใยตอ้งจดัแนวของชั้นเส้นใยบนช้ินส่วนโครงสร้างตามแบบก าหนด 
โดยการเบ่ียงเบนของแนวเส้นใยหา้มเกิน 5 องศาเม่ือติดตั้งแลว้เสร็จเส้นใยตอ้งไม่หกัหรือเป็นคล่ืน 
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2.4.2.2 การติดตั้งระบบบ่มส าเร็จ 
การติดตั้งแผน่โพลิเมอร์เสริมเส้นใยน้ีคลา้ยกบัการติดตั้งระบบข้ึนรูปเปียกชั้นเดียว โดย

ระบบน้ีเป็นการติดตั้งช้ินส่วนแบบบ่มส าเร็จท่ีเคลือบเส้นใยดว้ยเรซินไวล่้วงหนา้และไดรั้บการบ่ม
เรียบร้อยแลว้ รูปแบบของช้ินส่วนมีทั้งแบบเป็นแผน่ แถบ และเป็นเปลือกบาง โดยปกติใชว้สัดุยึด
ประสานเป็นตวัยดึติดแผน่เส้นใยแบบบ่มส าเร็จเขา้กบัผวิคอนกรีต ในการติดตั้งตอ้งท าความสะอาด
แผน่ไฟเบอร์และตดัใหไ้ดข้นาดตามท่ีแบบก าหนด หลงัจากนั้นจึงวางลงบนวสัดุยดึประสานท่ีทาไว้
ซ่ึงยงัมีอายุไม่เกินช่วงเวลาท่ียงัท างานได ้ และท าการไล่อากาศท่ีขงัอยู่ระหว่างแผ่นไฟเบอร์กบั
คอนกรีตโดยหา้มรบกวนระบบของวสัดุคอมโพสิตจนกวา่วสัดุยดึประสานจะไดรั้บการบ่มเตม็ท่ี 

 
2.4.2.3 การติดตั้งระบบฝังใกล้ผวิ 

ระบบฝังใกล้ผิวสามารถฝังแผ่นโพลีเมอร์เสริมเส้นใยเขา้ในช้ินส่วนโครงสร้างท่ีอยู่
ติดกนั ท าให้สามารถปรับปรุงก าลงัรับน ้ าหนกัของช้ินส่วนบริเวณท่ีตอ้งรับโมเมนต ์ และป้องกนั
ความเสียหายท่ีอาจเกิดจากการกระแทกหรือการขดัสีโดยตรง ในระหวา่งติดตั้งตอ้งท าความสะอาด
แท่งหรือแถบโพลีเมอร์เสริมเส้นใยและตดัให้ไดค้วามยาวตามแบบก าหนด แลว้จึงวางลงในร่อง 
และกดให้วสัดุยึดประสานไหลออกมารอบช้ินส่วนจนเต็มช่องวา่ง จากนั้นจึงเติมวสัดุยึดประสาน
ใหเ้ตม็ร่องและจึงปาดผวิใหเ้รียบ 

 
2.4.3 การออกแบบช้ินส่วนโครงสร้างคอนกรีตเสริมเหลก็เสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟเบอร์ 

การเสริมก าลงัใหก้บัช้ินส่วนโครงสร้างคอนกรีตเสริมเหล็กโดยวิธีการหุ้มแผน่ไฟเบอร์
น้ี สามารถช่วยเพิ่มประสิทธิภาพในดา้นก าลงั เช่น ความสามารถดา้นแรงดดั, แรงเฉือน และยงัช่วย
ป้องกนัผิวคอนกรีตจากสภาพแวดลอ้มท่ีไม่ปกติให้กบัช้ินส่วนนั้น และเน่ืองจากปัจจุบนัการเสริม
ก าลงัโดยวธีิน้ีไดรั้บความนิยมเพิ่มมากข้ึนเน่ืองจากมีการติดตั้งง่ายและใชร้ะยะเวลาไม่มาก แต่การท่ี
จะสามารถติดตั้ งได้อย่างถูกต้องและตรงต่อความต้องการในเร่ืองก าลังจ าเป็นต้องได้รับการ
ออกแบบใหแ้ผน่ไฟเบอร์นั้นมีประสิทธิภาพในการท างานไดอ้ยา่งเหมาะสม 

หลกัการออกแบบช้ินส่วนคอนกรีตเสริมเหล็กเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟเบอร์ใช้
ตามขอ้ก าหนดของ ACI318-99 ซ่ึงพิจารณาไม่ให้เกิดรอยแตกร้าว, การแอ่นตวั ตลอดจนก าลงัท่ี
เกิดข้ึน ตอ้งไม่เกินค่าท่ีออกแบบไว ้
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2.4.3.1 ขีดจ ากดัในการเสริมก าลงั (Strengthening Limit) 
เพื่อป้องกนัการวิบติัของโครงสร้างจากการท่ีระบบคาร์บอนไฟเบอร์เกิดความเสียหาย

จากสาเหตุของไฟไหม้, การใช้งาน ตลอดจนสาเหตุอ่ืนๆ ต้องก าหนดให้ช้ินส่วนโครงสร้าง
คอนกรีตเสริมเหล็กท่ีไม่ไดรั้บการเสริมก าลงัสามารถรับน ้าหนกัไดต้าม สมการท่ี (2.68) 

 
( ) (1.2 0.885 )n existing DL LL newR S S      (2.68) 

 
เม่ือ     คือ ตวัคูณลดก าลงั 

nR   คือ ก าลงัของช้ินส่วน 

DLS     คือ น ้าหนกับรรทุกคงท่ี 

LLS   คือ น ้าหนกับรรทุกจร 
 

2.4.3.2 การติดตั้งแผ่นไฟเบอร์ในสภาวะแวดล้อมทีต่่างกนั 
สภาพแวดลอ้มมีผลกระทบต่อแผน่ไฟเบอร์ เช่นท าให้ความสามารถในการรับแรงดึงมี

ค่าลดลง เพราะฉะนั้นในการออกแบบการติดตั้งระบบไฟเบอร์ให้กบัช้ินส่วนโครงสร้างคอนกรีต
เสริมเหล็กนั้นจึงตอ้งก าหนดตวัคูณลดก าลงั ( EC ) ดงัตารางท่ี 2.5 

 
ตาราง 2.5 ตวัคูณลดก าลงั ( EC ) ท่ีสภาวะแวดลอ้มต่างกนั 

สภาวะแวดลอ้ม ชนิดของ ไฟเบอร์/เรซิน ตวัคูณลดก าลงั  ( EC ) 

ภายในอาคาร 
Carbon/epoxy 0.95 
Glass/epoxy 0.75 

Aramid/epoxy 0.85 

ภายนอก/สภาวะปกติ 
(สะพาน , ตอม่อ)  

Carbon/epoxy 0.85 
Glass/epoxy 0.65 

Aramid/epoxy 0.75 
ภายนอก/สภาวะรุนแรง 
ภายนอก/สภาวะรุนแรง 

 

Carbon/epoxy 0.85 
Glass/epoxy 0.50 

Aramid/epoxy 0.70 
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2.4.3.3 คุณสมบัติของแผ่นไฟเบอร์ทีใ่ช้ในการออกแบบ 
คุณสมบติัของวสัดุท่ีทางผูผ้ลิตไดแ้สดงไว ้เช่น ก าลงัรับแรงดึงสูงสุด, วิธีการติดตั้ง และ

การดูแลรักษาจากสภาพแวดล้อม จ าเป็นตอ้งน ามาพิจารณาในการออกแบบเน่ืองจากมีผลท าให้
ก าลงัของวสัดุลดลงในระยะยาวได ้ดงันั้นความเคน้ท่ีใช้ในการออกแบบ ( fuf ) จึงตอ้งคูณดว้ยตวั

คูณลดก าลงัใน ตารางท่ี 2.6 เขา้กบัความเคน้สูงสุดท่ีทางผูผ้ลิตระบุมา ( *
fuf ) ดงัสมการท่ี (2.69) และ 

(2.70) 
*

fu E fuf C f   (MPa)    (2.69) 
 

*
fu E fuC   (mm/mm)   (2.70) 

 
เน่ืองจากรูปแบบการวบิติัของแผน่ไฟเบอร์นั้นเป็นการวบิติัแบบเปราะ ท าใหส้ามารถ

หาค่ามอดูลสัไดต้ามกฎของฮุค (Hooke’s Law) ไดด้งัสมการท่ี (2.71) 
 

fu
f

fu

f
E


  (Mpa)   (2.71) 

 
2.4.3.4 การออกแบบช้ินส่วนคอนกรีตเสริมเหลก็เสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟเบอร์รับแรงดัด 

การติดตั้งแผ่นไฟเบอร์เพื่อเสริมก าลงัรับแรงดดัจะท าการติดตั้งแผน่ในบริเวณพื้นท่ีรับ
แรงดึงตลอดความยาวของช้ินส่วน โดยสามารถเพิ่มก าลงัแรงดดัไดถึ้ง 160% และยงัช่วยเพิ่มความ
เหนียวไดร้ะหวา่ง 5 ถึง 40% ซ่ึงในหวัขอ้น้ีไดอ้ธิบายเก่ียวกบัการเสริมก าลงัให้กบัหนา้ตดัคานรูป
ส่ีเหล่ียม ท่ีมีสมมุติฐานดงัต่อไปน้ี 

-ใชคุ้ณสมบติัจริงของช้ินส่วนในการออกแบบ เช่น ขนาดของหนา้ตดั, รายละเอียดการ
เรียงเหล็กเสริม ตลอดจนคุณสมบติัของวสัดุท่ีใช ้

-ความเครียดของแผ่นไฟเบอร์และคอนกรีตยงัคงอยูใ่นระนาบทั้งก่อนและหลงัการรับ
น ้าหนกั 

-ไม่มีการเล่ือนไถลระหวา่งผวิสัมผสัของแผน่ไฟเบอร์กบัคอนกรีต 
-ไม่คิดผลของแรงเฉือนระหวา่งชั้นของแผน่ไฟเบอร์ 
-ความเครียดการหดตวัสูงสุดของคอนกรีตเท่ากบั 0.003 
-คอนกรีตไม่สามารถรับแรงดึงได ้
-คุณสมบติัของแผน่ไฟเบอร์เป็นแบบ Linear Elastic  
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ในการออกแบบเพื่อรับแรงดดันั้นตอ้งออกแบบให้โมเมนต์ดดัท่ีใช้ออกแบบ ( nM ) 
มากกวา่โมเมนตด์ดัท่ีตอ้งการ ( uM ) โดยโมเมนตด์ดัท่ีใชอ้อกแบบนั้นไดจ้ากการคูณตวัคูณลดก าลงั
ตามค าแนะน าของ ACI318-99 เขา้กบัก าลงัรับโมเมนตด์ดัของช้ินส่วน ดงัสมการท่ี (2.72) 

 

n uM M       (2.72) 
 

รูปแบบการวิบติัของช้ินส่วนโครงสร้างคอนกรีตเสริมเหล็กเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่น
ไฟเบอร์ท่ีพบทัว่ไปมีดว้ยกนั 5 รูปแบบ ประกอบดว้ย 

-การวบิติัของคอนกรีตก่อนท่ีเหล็กเสริมถึงจุดคราก 
-เหล็กเสริมถึงจุดครากตามดว้ยการขาดของแผน่ไฟเบอร์ 
-เหล็กเสริมถึงจุดครากก่อนคอนกรีตวบิติั 
-เกิดการแตกของคอนกรีตในบริเวณรับแรงเฉือน หรือแรงดึง 
-การหลุดร่อนของแผน่ไฟเบอร์โดยท่ีสมมุติใหค้อนกรีตเกิดการแตกเน่ืองจากแรงกด  
เม่ือความเครียดของคอนกรีต ( c ) มีค่าเท่ากบั 0.003 และแผน่ไฟเบอร์เกิดการฉีกขาด 

เม่ือความเครียดของแผ่นไฟเบอร์มีค่าถึงความเครียดท่ีใช้ออกแบบก่อนท่ีจะถึงความเครียดสูงสุด
ของคอนกรีต ซ่ึงการป้องกนัไม่ใหเ้กิดการหลุดร่อนของแผน่ไฟเบอร์จ าเป็นตอ้งควบคุมความเครียด
ท่ีเกิดข้ึนในแผน่ไฟเบอร์โดยใช้ตวัคูณท่ีเรียกวา่ Bond-Dependent Coefficient ( mK ) ดงัสมการท่ี 
(2.73) 

 

1
1

60 360,000

1 90,000
1

60

f f

fu

m

fu f f

nE t

K

nE t





  
 

 


   
 

     (2.73) 

 
เม่ือ  fu  คือ ความเครียดของแผน่ไฟเบอร์ท่ีใชอ้อกแบบ (mm/mm) 

   n  คือ จ านวนชั้นของแผน่ไฟเบอร์   
   fE  คือ มอดูลสัของแผน่ไฟเบอร์ (MPa) 
   ft  คือ ความหนาของแผน่ไฟเบอร์ 1 แผน่ (mm) 

≤  0.90 เม่ือ f fnE t ≤ 180,000 

≤  0.90 เม่ือ f fnE t > 180,000 
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ค่า mK  ในสมการดงักล่าวก าหนดใหมี้ค่าไม่เกิน 0.90 เพื่อควบคุมไม่ใหค้วามเครียดของ
แผน่ไฟเบอร์ถึงจุดสูงสุดซ่ึงอาจเป็นสาเหตุใหเ้กิดการหลุดร่อนของแผน่ไฟเบอร์ได ้

เน่ืองจากก าหนดคุณสมบติัของแผน่ไฟเบอร์ให้อยูใ่นรูปแบบของ Linear Elastic จนถึง
จุดเสียหาย ดังนั้ นความเครียดในแผ่นไฟเบอร์จึงเป็นตวัก าหนดค่าความเค้นท่ีเกิดข้ึนด้วย ซ่ึง
สามารถหาค่าความเครียด และความเคน้ท่ีเกิดข้ึนในแผน่ไฟเบอร์ไดจ้าก สมการท่ี (2.74) ถึง (2.75) 

 

( )fe cu bi m fu

h c
K

c
   


      (2.74) 

 

fe f fef E       (2.75) 
 

เม่ือ  fe    คือ ความเครียดของแผน่ไฟเบอร์จุดท่ีหนา้ตดัเสียหาย 
   cu   คือ ความเครียดสูงสุดของคอนกรีต  

bi    คือ ความเครียดของคอนกรีตระหวา่งติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ 
   fu   คือ ความเครียดของแผน่ไฟเบอร์ท่ีใชอ้อกแบบ 

h    คือ ความหนาทั้งหมดของหนา้ตดั 
   c   คือ ระยะจากจุดท่ีรับแรงอดัสูงสุดของไฟเบอร์ถึงแกนสะเทิน 

fef   คือ ความเคน้ของแผน่ไฟเบอร์จุดท่ีหนา้ตดัเสียหาย 
 

การเสริมความสามารถในการรับแรงดดัโดยการติดตั้งแผ่นไฟเบอร์ในพื้นท่ีรับแรงดึง
นั้นมีผลใหค้วามเหนียวของหนา้เดิมลดลง โดยความเหนียวท่ีเพียงพอตอ้งเกิดท่ีความเครียดในเหล็ก
เสริมรับแรงดึงมีค่านอ้ยกวา่ 0.005 ตามขอ้แนะน าของ ACI318-99 และยงักล่าวอีกว่าในกรณีของ
หน้าตดัแบบเปราะจะใช้ตวัคูณลดก าลงัเท่ากบั 0.70 ส่วนในหน้าตดัท่ีมีความเหนียวใช้ตวัคูณลด
ก าลงัเท่ากบั 0.90 โดยสามารถหาตวัคูณลดก าลงัท่ีความเครียดต่างๆไดจ้าก สมการท่ี (2.76) 
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        (2.76)  

 

เม่ือ 0.005s   

เม่ือ 0.005sy s    

เม่ือ sy s   



67 

เม่ือ  s  คือ ความเครียดของเหล็กเสริม 
   sy  คือ ความเครียดท่ีจุดครากของเหล็กเสริม  

 
และเพื่อหลีกเล่ียงพฤติกรรมการเสียรูปแบบ Inelastic ของหนา้ตดัคอนกรีตเสริมเหล็ก

เสริมก าลงัรับแรงดดัโดยการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์นั้น จึงไดก้ าหนดให้ใชค้วามเคน้ในเหล็กเสริมเพียง
ร้อยละ 80 ของก าลงัคราก ดงัสมการท่ี (2.77) 

 
0.80,f fs s y      (2.77) 

 
ในกรณีท่ีโครงสร้างตอ้งรับแรงสลบัทิศท่ีเกิดจากแผน่ดินไหว อาจท าให้แผน่ไฟเบอร์ท่ี

ติดตั้งใหก้บัช้ินส่วนของโครงสร้างนั้นเกิดการลา้ (Creep) และเกิดการฉีกขาดได ้เพราะฉะนั้นจึงได้
ก าหนดให้ความเคน้ของแผ่นไฟเบอร์ภายใตแ้รงสลบัทิศตอ้งมีค่าน้อยกว่าความเคน้ของแผ่นไฟ
เบอร์ในช่วง Elastic ซ่ึงความเคน้ของแผน่ไฟเบอร์ภายใตแ้รงสลบัทิศไดแ้สดงใน ตารางท่ี 2.6 

 
ตาราง 2.6 ความเคน้ของแผน่ไฟเบอร์ภายใตแ้รงสลบัทิศ 

ชนิดของความเคน้ ชนิดของแผน่ไฟเบอร์ 
ความเคน้ของแผน่ไฟ
เบอร์ภายใตแ้รงสลบัทิศ 

ใยแกว้ อะรามิด คาร์บอน 

0.20 fuf  0.30 fuf  0.55 fuf  

 
การหาก าลงัสูงสุดของหน้าตดัคอนกรีตเสริมเหล็กรูปส่ีเหล่ียมเสริมความสามารถใน

การรับแรงดดัโดยการหุ้มแผน่ไฟเบอร์นั้น สามารถอธิบายไดด้งัรูปท่ี 2.21 และสามารถค านวณหา
ความเครียดในแผน่ไฟเบอร์จากการสมมุติระยะห่างถึงแกนสะเทิน ( c ) ไดด้งัสมการท่ี (2.78) 
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รูปที ่2.21 ความเคน้ และ ความเครียดภายในหนา้ตดัส่ีเหล่ียมเสริมก าลงัรับแรงดดั 

 

( )fe cu bi m fu

h c
k

c
   


      (2.78) 

 
เม่ือไดค้่าความเครียดแลว้สามารถน ามาค านวณความเคน้ของแผน่ไฟเบอร์ไดโ้ดยสมมุติ

พฤติกรรมของแผน่ไฟเบอร์ใหเ้ป็นแบบ Perfectly Elastic ไดด้งั สมการท่ี (2.79) 
 

fe f fef E       (2.79) 
 

และจากความเครียดของแผ่นไฟเบอร์สามารถค านวณหาความเครียด ( s ) และ ความ
เคน้ ( s ) ในเหล็กเสริมได ้ดงัสมการท่ี (2.80) และ (2.81) 

 

( )( )s fe bi

d c
h c

  


 


   (2.80) 

 

s s s yf E f      (2.81) 
 

เม่ือทราบความเค้น, ความเครียดของแผ่นไฟเบอร์และเหล็กเสริมแล้ว จึงกลับไป
ตรวจสอบระยะของแกนสะเทิน ( c ) ท่ีไดส้มมุติไวใ้นตอนแรกโดยใชส้มการท่ี 2.82 
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'
1

s s f fe

c

A f A A
c

f b 


     (2.82) 

 
โดยตวัแปร 1  และ   ได้จากการวิเคราะห์การกระจายของความเค้นในหน้าตดั

คอนกรีตรูปส่ีเหล่ียม (Whitney Stress Block) 
ความสามารถในการรับแรงดดัของหนา้ตดัเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผน่ไฟเบอร์ค านวณ

ไดโ้ดยใชส้มการท่ี (2.83) และเพิ่มตวัคูณลดก าลงัในกรณีท่ีแผน่ไฟเบอร์ตอ้งรับแรงดดั ( f ) ซ่ึงตวั
คูณลดก าลงัดงักล่าว มีค่าเท่ากบั 0.85 

 

1 1( ) ( )
2 2n s s f f fe

c c
M A f d A f h

 
       (2.83) 

 
การหาความเค้นในเหล็กเสริมท่ีสภาวะใช้งานสามารถหาได้โดยใช้ทฤษฎี Cracked 

Elastic Analysis ของหนา้ตดัคอนกรีตเสริมเหล็กเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผน่ไฟเบอร์ ดงัสมการท่ี 
(2.84) โดยความเคน้ และความเครียดของเหล็กเสริมท่ีสภาวะใชง้านแสดงได ้ดงัรูปท่ี 2.22 และใน
ส่วนของความเคน้ของแผน่ไฟเบอร์ท่ีสภาวะใชง้านสามารถค านวณไดโ้ดยใชส้มการท่ี (2.85) 
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70 

 
รูปที ่2.22 การกระจายความเคน้ และ ความเครียดในเหล็กเสริมของหนา้ตดัเสริมก าลงัรับแรงดดั 

 
2.4.3.5 การออกแบบช้ินส่วนคอนกรีตเสริมเหลก็เสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟเบอร์รับแรงเฉือน 

การเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผน่ไฟเบอร์นอกจากจะช่วยเสริมก าลงัรับแรงดดัตามหวัขอ้ท่ี
ผา่นมาแลว้ ยงัสามารถเพิ่มความสามารถในการรับแรงเฉือนได้ โดยการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ให้แนว
เรียงตวัเส้นใยตั้งฉากกบัแนวของรอยแตกร้าวท่ีเกิดข้ึนของคอนกรีต ดงัตวัอยา่งในรูปท่ี 2.23 ซ่ึงการ
เสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟเบอร์รอบหน้าตดัคานให้ประสิทธิภาพสูง และเป็นท่ีนิยมมากท่ีสุด 
ส่วนการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ท่ีขา้งคานใหป้ระสิทธิภาพนอ้ยท่ีสุด 

 

 
รูปที ่2.23 การติดตั้งแผน่ไฟเบอร์เสริมความสามารถรับแรงเฉือน 

 
ความสามารถในการรับแรงเฉือนของหน้าตดัคอนกรีตเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟ

เบอร์ท่ีใชอ้อกแบบ ( nV ) ตอ้งมีค่ามากกวา่แรงเฉือนสูงสุด ( uV ) ดงัสมการท่ี 2.86 โดยใชต้วัคูณลด
ก าลงัใชต้ามขอ้แนะน าของ ACI318-99  

 

n uV V       (2.86) 
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ความสามารถในการรับแรงเฉือนของหน้าตดัคอนกรีตเสริมก าลงัโดยการหุ้มแผ่นไฟ
เบอร์ท่ีใชอ้อกแบบ ( nV ) สามารถค านวณไดโ้ดยการเพิ่มตวัคูณลดก าลงัของระบบไฟเบอร์ ( f ) 
ดงัสมการท่ี (2.87) 

 
( )n c s f fV V V V         (2.87) 

 
การเลือกใชค้่า f  ข้ึนอยูก่บัรูปแบบการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ ในกรณีติดตั้งแผน่ไฟเบอร์

โดยการหุ้มรอบหนา้ตดั แนะน าให้ใชเ้ท่ากบั 0.95 ส่วนการติดตั้งในรูปแบบตวัย ู(U-Wraps) หรือ
ติดตั้งท่ีสองดา้นของหนา้ตดั (Bonded Face) แนะน าใหใ้ชค้่า f  เท่ากบั 0.85 

ความสามารถในการรับแรงเฉือนของแผน่ไฟเบอร์ ( fV ) สามารถค านวณไดด้งัสมการท่ี 
(2.88) ซ่ึงค่าดงักล่าวข้ึนอยูก่บัรูปแบบการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ ดงัรูปท่ี 2.24  

 

 
รูปที ่2.24 รูปแบบการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์เสริมก าลงัรับแรงเฉือน 

 
(sin cos )fv fe f

f
f

A f d
V

s

 
     (2.88) 

 
เม่ือ    2fv f fA nt w  

 
ความเคน้แรงดึง (Tensile Stress) ของแผ่นไฟเบอร์รับแรงเฉือนบริเวณท่ีวิบติั ( fef ) 

สามารถค านวณไดโ้ดยการคูณความเครียดบริเวณท่ีเกิดการวิบติั ( fe ) เขา้กบัมอดูลสัของแผน่ไฟ
เบอร์ ( fE ) ดงัแสดงในสมการท่ี (2.89) 

 

fe fe ff E      (2.89) 
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ในส่วนของความเครียดของแผน่ไฟเบอร์บริเวณท่ีเกิดการวิบติั ( fe ) ตอ้งควบคุมไม่ให้
เกินค่าท่ีก าหนด ซ่ึงการหุ้มแผน่ไฟเบอร์ทั้งหนา้ตดั (Completely Wrap) ก าหนดให้ใชค้่า fe  ไดไ้ม่
เกินค่าในสมการท่ี (2.90) และในรูปแบบการหุม้แผน่ไฟเบอร์แบบรูปตวัย ู(U-Wrap) รวมทั้งการหุ้ม
แผน่ไฟเบอร์ดา้นขา้ง (Side Wrap) ก าหนดใหใ้ช ้ fe  ไม่เกินค่าท่ีค  านวณไดจ้ากสมการท่ี (2.91) 

 
0.004 0.75fe fu    (Completely Wrap)  (2.90) 

 
0.004fe v fuk    (U-Wrap และ Side Wrap)  (2.91) 

 
เม่ือ vk  คือ สัมประสิทธ์ิแรงยึดเหน่ียว (Bond-Reduction Coefficient) เป็นฟังก์ชัน่ของ

ก าลงัคอนกรีต, รูปแบบการติดตั้งแผน่ไฟเบอร์ และความแข็งของแผน่ไฟเบอร์สามารถค านวณได้
จากสมการท่ี (2.92) 

 
1 2 0.75

11,900
e
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fu
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
      (2.92) 

 

eL  คือ ความยาวของการหุม้แผน่ไฟเบอร์ มีค่าเท่ากบั  
 

0.58

23,300
( )e

f f

L
nt E

     (2.93) 

 

1k  และ 2k  คือ สัมประสิทธ์ิแรงยึดเหน่ียว (Bond-Reduction Coefficient) ซ่ึงแยก
ออกมาในเทอมของก าลงัคอนกรีต และรูปแบบของการติดตั้งแผ่นไฟเบอร์ตามล าดบั สามารถ
ค านวณไดจ้ากสมการท่ี (2.94) และ (2.95) 

 
'

2/3
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27
cfk       (2.94)  
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    (2.95) 

 
ขีดจ ากดัของการเสริมความสามารถในการรับแรงเฉือน คือผลรวมของก าลงัรับแรง

เฉือนของแผน่ไฟเบอร์กบัก าลงัรับแรงเฉือนของเหล็กเสริมตอ้งไม่เกินค่าท่ีค  านวณไดจ้ากสมการท่ี 
(2.96) 

 
'0.66s f c wV V f b d      (2.96) 

 

(U –Wrap) 

(Side Wrap) 


