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ภาคผนวก 
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ภาคผนวก ก 

รายนามผู้เช่ียวชาญ 
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รายนามผู้เช่ียวชาญ 
ประเมินชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 

เร่ือง การพิสูจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลิมปิก 
 

1.  รองศาสตราจารย ์ดร.ปฤษณา  กลบัอุดม อาจารยป์ระจ าภาควชิาคณิตศาสตร์ 
         คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัเชียงใหม่ 

2.  ผูช่้วยศาสตราจารย ์รัชนี  คะระวาด  อาจารยป์ระจ าสาขาวชิาคณิตศาสตร์ 
        คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัราชภฏัล าปาง 

3.  คุณครูจิระประภา  สุวรรณจกัร์       ครูช านาญการพเิศษวทิยฐานะ คศ.3  
        กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 
         โรงเรียนบุญวาทยว์ทิยาลยั จงัหวดัล าปาง  
                     และวทิยากรค่ายโอลิมปิกวชิาการสาขาคณิตศาสตร์ 
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ภาคผนวก ข 

ตัวอย่างแบบประเมินชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้น ส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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แบบประเมินชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 
เร่ือง การพิสูจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลิมปิก 

ส าหรับผู้เช่ียวชาญด้านการเรียนการสอนคณติศาสตร์ 
 

 

ค าช้ีแจง ขอใหท้่านประเมินคุณภาพของชุดการเรียนการสอนในแต่ละชุดตามรายการต่อไปน้ี 
             โดยท าเคร่ืองหมาย ✓ ลงในตาราง พร้อมทั้งใหข้อ้เสนอแนะเพิม่เติม 
 

รายการ 
คุณภาพของชุดการเรียนการสอน 

ข้อเสนอแนะ 
เห็นด้วย ไม่เห็นด้วย 

1. เน้ือหาสาระสอดคลอ้งกบัจุดประสงค ์    
2. เวลาที่ใชมี้ความเหมาะสม    
3. วธีิการและขั้นตอนของการจดัการเรียน   

การสอนมีความเหมาะสม 
   

4. การจดัรูปแบบของชุดการเรียนการสอน      
มีความเหมาะสม 

   

5. ชุดการเรียนการสอนช่วยใหผู้เ้รียนเขา้ใจ
เน้ือหาไดเ้ป็นอยา่งดี 

   

6. จ านวนของตวัอยา่งในแต่ละชุดการเรียน
การสอนมีความเหมาะสม 

   

7. วธีิการวดัและการประเมินผลมีความ    
 เหมาะสม 

   

8. การใชภ้าษามีความเหมาะสม    
9. ชุดการเรียนการสอนเหมาะสมกบั  

 ความสามารถของผูเ้รียน 
   

10. ชุดการเรียนการสอนมีความน่าสนใจ    
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ความคดิเห็น / ข้อเสนอแนะอ่ืน ๆ 
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71 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ค 

แบบประเมินความสอดคล้องระหว่างแบบฝึกหัดหลงัเรียน 
กบัจุดประสงค์เชิงพฤติกรรม 
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แบบประเมินความสอดคล้องระหว่างแบบฝึกหัดหลังเรียนกับจุดประสงค์เชิงพฤติกรรม 

จุดประสงค์เชิง
พฤติกรรม 

แบบฝึกหัดหลังเรียน 
คะแนนการพิจารณา 

+1 0 -1 

ชุดการเรียนการสอนที่ 1 
 
นกัเรียนสามารถบอกได้
วา่ขอ้ความใดเป็นการให้
เหตุผลที่สมเหตุสมผล 
และสามารถพสูิจน์ทาง
คณิตศาสตร์เบื้องตน้ได ้
 

1. จงพสูิจน์วา่ ถา้ส่วนของเสน้ตรงสองเสน้      
   ตดักนัแลว้มุมตรงขา้มมีขนาดเท่ากนั 

   

2. พจิารณารูปสามเหล่ียมที่มีดา้นยาว ba ,  
และ c  ดงัที่ก  าหนดให ้จงใชก้ฎของโคไซน์
พสูิจน์วา่ 
ถา้รูปสามเหล่ียมเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากที่ 
c  เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมุมฉาก 
แลว้ 222 bac +=  

 

 

   

ชุดการเรียนการสอนที่ 2 
 
นกัเรียนสามารถแสดง
การพสูิจน์ขอ้ความที่อยู่
ในรูป qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยตรงได ้

1. จงพสูิจน์วา่ ถา้ n  เป็นจ านวนคี่แลว้ 2n    
    เป็นจ านวนคี่ 
 

   

2. จงพสูิจน์วา่ ผลบวกของจ านวนคู่กบัจ านวน 
    คี่เป็นจ านวนคี่ 

   

 3. ก าหนดให ้ xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวน 
    เตม็โดยที่ 0, ba  จงแสดงวา่ 
    3.1  ถา้ ba |  และ ca |  แลว้ ( )cba +|  

   

 

    3.2  ถา้ ba |  และ cb |  แลว้ ( )cba +|  
   

     
    3.3  ถา้ ( )yxa 32| −  และ ( )yxa 54| −      
           แลว้ ya |  

   

 

 

a 

b 
c 
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จุดประสงค์เชิง
พฤติกรรม 

แบบฝึกหัดหลังเรียน 
คะแนนการพิจารณา 

+1 0 -1 

 

4. จากรูป จงพสูิจน์วา่ ถา้รูปส่ีเหล่ียม ABCD   
    เป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน แลว้ ACD    
    เป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จัว่ 

 
 

   

ชุดการเรียนการสอนที่ 3 
 
นกัเรียนสามารถแสดง
การพสูิจน์ขอ้ความที่อยู่
ในรูป qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยใชป้ระพจน์
แยง้สลบัที่ได ้

1. ก าหนดให ้ n  เป็นจ านวนเตม็ จงพสูิจน์วา่  
    ถา้ 2n เป็นจ านวนคี่ แลว้ n  จะเป็นจ านวนคี่ 

   

2. ก าหนดให ้Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ     
    จงพสูิจน์วา่ ถา้ BA   แลว้ =BA  

   

3. ก าหนดให ้ a เป็นจ านวนเตม็ จงพสูิจน์วา่  
    ถา้ 2|4 a  แลว้  a  เป็นจ านวนคู ่

   

4. ก าหนดให ้ ba , และ c  เป็นจ านวนเตม็  
    จงพสูิจน์วา่ ถา้ ca   แลว้ ba   หรือ   

    cb   
 

   

ชุดการเรียนการสอนที่ 4 
 
นกัเรียนสามารถแสดง
การพสูิจน์ขอ้ความที่อยู่
ในรูป qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยการหา 
ขอ้ขดัแยง้ได ้

1.  ส าหรับจ านวนจริง x  และ y  ใด ๆ  
     ถา้  yx    และ  xy   แลว้ yx =    
 

   

2. ถา้ A  เป็นเซตใด ๆ แลว้ =A  
 
 
 

   

 

 

 

 

 

 

A 

D 

B 

C 
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จุดประสงค์เชิง
พฤติกรรม 

แบบฝึกหัดหลังเรียน 
คะแนนการพิจารณา 

+1 0 -1 

ชุดการเรียนการสอนที่ 5 
นกัเรียนสามารถแสดง
การพสูิจน์ขอ้ความที่อยู่
ในรูป qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยการแยกกรณี
ได ้

1. จงพสูิจน์วา่ ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็     
    แลว้ aa −2 เป็นจ านวนคู่ 

 

  
 
 

2. จงพสูิจน์วา่ ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็  
    แลว้ )2)(1(|3 ++ aaa  
 

 

   

ชุดการเรียนการสอนที่ 6 
นกัเรียนสามารถแสดง
การพสูิจน์ขอ้ความที่อยู่
ในรูป qp   ได ้
 

1. จงพสูิจน์วา่ a  เป็นจ านวนคู่ ก็ต่อเม่ือ  
   1+a  เป็นจ านวนคี่ 
 

  
 
 

2. ก าหนดให ้ x  เป็นจ านวนจริง จงแสดงวา่  
   2=x  ก็ต่อเม่ือ 22 23 =+− xxx  
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ภาคผนวก ง 

แบบประเมินความสอดคล้องระหว่างแบบทดสอบหลังเรียน 
กบัจุดประสงค์เชิงพฤติกรรม 
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แบบประเมินความสอดคล้องระหว่างแบบทดสอบหลังเรียนกับจุดประสงค์เชิงพฤติกรรม 

จุดประสงค์เชิง
พฤติกรรม 

ข้อสอบ 
คะแนนการพิจารณา 

+1 0 -1 
1. นกัเรียนสามารถ
บอกไดว้า่ขอ้ความใด
เป็นการใหเ้หตุผลที่
สมเหตุสมผล 
 
 

1.1 ขอ้ความใดเป็นการให้เหตุผลที่สมเหตุ- 
สมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ จะไม่สามารถ
น าไปใชอ้า้งอิงได ้(ขอ้สอบเลือกตอบถูก-ผดิ) 

   

1.2  ในวชิาคณิตศาสตร์การพิสูจน์หมายถึงการ
ใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ 
ใด ๆ เพือ่แสดงวา่ขอ้ความนั้นเป็นจริง  
(ขอ้สอบเลือกตอบถูก-ผดิ) 

   

1.3   บทนิยามคือการใหค้วามหมายของค าซ่ึง
บทนิยามที่ดีนั้นผูอ่้านตอ้งเขา้ใจไดไ้ม่ตรงกนั 
(ขอ้สอบเลือกตอบถูก-ผดิ  )      

   

1.4   ก าหนดให้ Rcba ,,  ถา้ ba =  แลว้ 
cbca +=+   (ขอ้สอบเลือกตอบถูก-ผดิ) 

   

1.5   ก าหนดให้ Ry  ถา้ yy =25   
แลว้ 15 =y  (ขอ้สอบเลือกตอบถูก-ผดิ) 

 

   

2. นกัเรียนสามารถ
พสูิจน์ทางคณิตศาสตร์
เบื้องตน้ได ้
 

2. จงพสูิจน์ขอ้ความ  “ถา้ต่อดา้นใดดา้นหน่ึง
ของรูปสามเหล่ียมออกไปแลว้มุมภายนอกจะมี
ขนาดเท่ากบัผลบวกของมุมภายในที่ไม่ใช่มุม
ประชิด”   
 

   

3. นกัเรียนสามารถ
แสดงการพสูิจน์
ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรูป 

qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยตรงได ้

3. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ก าหนดให ้ xcba ,,,  
และ y  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0a  ถา้ 

ba |  และ ca |  แลว้ ( )cybxa +| ”      

   

4. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ถา้ k  เป็นจ านวนคี่ 
    แลว้ 1+k  จะเป็นจ านวนคู่” 
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จุดประสงค์เชิง
พฤติกรรม 

ข้อสอบ 
คะแนนการพิจารณา 

+1 0 -1 
4. นกัเรียนสามารถ
แสดงการพสูิจน์
ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรูป 

qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยใชป้ระพจน์
แยง้สลบัที่ได ้
 

5. จงพสูิจน์ ขอ้ความ “ถา้ 2)119( −k   
    เป็นจ านวนคู่ แลว้ k  จะเป็นจ านวนคี่” 

   

6. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ก าหนดให ้ a เป็น
จ านวน เตม็ ถา้ 3|2 a  แลว้ a เป็นจ านวนคู่” 

   

5. นกัเรียนสามารถ
แสดงการพสูิจน์
ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรูป 

qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยการหา 
ขอ้ขดัแยง้ได ้

7.  จงพสูิจน์ขอ้ความ “ก าหนดให ้Ä  และ 
    B  เป็นเซตใด ๆ จงพสูิจน์วา่  
     ถา้ BA   แลว้ =BA ” 

   

8. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ก าหนดให ้ a  และ b   
   เป็นจ านวนเตม็บวก ถา้ ba |  แลว้ ba  ” 
 

   

6. นกัเรียนสามารถ
แสดงการพสูิจน์
ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรูป 

qp →  ดว้ยการ
พสูิจน์โดยการแยก
กรณีได ้

9. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็  
    แลว้ 34 +a เป็นจ านวนคี่”  

   

10. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็  
      แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa ”  
 

   

7. นกัเรียนสามารถ
แสดงการพสูิจน์
ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรูป 

qp   ได ้

11. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ 2a  เป็นจ านวนคี่  
      ก็ต่อเม่ือ 2+a  เป็นจ านวนคี่” 

   

12. จงพสูิจน์ขอ้ความ “ก าหนดให ้ A  และ B   
 เป็นเซตใด ๆ จงพสูิจน์วา่ BA   ก็ต่อเม่ือ 

AB  ”         
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ภาคผนวก จ 

แผนการจัดการเรียนรู้ชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 1 
 

ชุดการเรียนการสอนที่  1 
เร่ือง   ความส าคญัของการใหเ้หตุผลทางคณิตศาสตร์   เวลา  3  ชัว่โมง 

 
สาระส าคญั/ความคดิรวบยอด 

การพสูิจน์ทางคณิตศาสตร์หมายถึงการให้เหตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ เพือ่
แสดงวา่ขอ้ความนั้นเป็นจริง  
 
จุดประสงค์การเรียนรู้ 

1. นกัเรียนสามารถบอกไดว้า่ขอ้ความใดเป็นการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผล 
2. นกัเรียนสามารถพสูิจน์ทางคณิตศาสตร์เบื้องตน้ได ้
 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
  ขั้นน า 

1.   ครูแนะน าวธีิการเรียนโดยใชชุ้ดการเรียนการสอนที่เนน้ผูเ้รียนเป็นส าคญั 
2.   ครูแจง้จุดประสงคก์ารเรียนรู้ส าหรับชุดการเรียนการสอนที่ 1 ใหน้กัเรียนทราบ 

 
  ขั้นสอน 

1.   ครูให้นักเรียนพิจารณาขอ้ความที่ 1-4 ในหน้า 1-3 ของชุดการเรียนการสอนที่ 1 พร้อม
เติมค าตอบของข้อค  าถามแต่ละขอ้เม่ือนักเรียนเติมเสร็จแล้วครูและนักเรียนร่วมกัน
อภิปรายเพือ่เฉลยค าตอบดงัน้ี 

 
ข้อความที่ 1 

 นายเอ กล่าวว่า  

“ ถา้ 02 =++ cbxax   และ 0a  แลว้ 
a

acbb
x

2

42 −−
=   เป็นจริง เพราะ 

ถา้ 02 =++ cbxax   และ 0a  

เม่ือน า 0
1


a
 มาคูณทั้งสองขา้งของสมการจะไดว้า่ 

  02 =++
a

c
x

a

b
x        … (1) 
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a

c
x

a

b
x −=+2        … (2) 

                          222 )
2

()
2

(
a

b

a

c

a

b
x

a

b
x +−=++       … (3) 

              
2

2
2

4
)

2
(

a

b

a

c

a

b
x +−=+      … (4) 

                                             
2

2

2 44

4

a

b

a

ac
+−=       … (5) 

                                                 
2

2

4

4

a

acb −
=       … (6) 

                                        
2

2

4

4

2 a

acb

a

b
x

−
=+      … (7) 

                         
a

acb

2

42 −
=       … (8) 

               
a

acb

a

b
x

2

4

2

2 −
−=     … (9) 

                        
a

acbb

2

42 −−
=       … (10) 

   นัน่คือ ถา้ 02 =++ cbxax  และ 0a  แลว้  
a

acbb
x

2

42 −−
=  ” 

  จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 
  ค าตอบ   มีความสมเหตุสมผล 
 

ข้อความที่ 2  
 นายบี กล่าวว่า       
     “ 11 =−      เพราะ  
  พจิารณา  1)1(1 −=−         … (1)         

          
2

2

)1(−=         … (2) 

           
2

1

2 ))1((−=         … (3) 

          
2

1

1=                       … (4) 
          1=          … (5) 

ดงันั้น     11 =−  ” 
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  จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 
  ค าตอบ   ไม่มีความสมเหตุสมผล เพราะจากบรรทดัที่ 2 ไปบรรทดัที่ 3 จะไม่สามารถใชส้มบติั
น้ีไดเ้พราะเลขช้ีก าลงัตอ้งเป็นเศษส่วนอยา่งต ่า 
 

ข้อความที่ 3 
นายซี กล่าวว่า 
“ถา้ลากส่วนของเส้นตรงสองเส้นให้ตดักนั แล้วส่วนของเส้นตรงสองเส้นตดักันได้เพียงจุด

เดียว เท่านั้น” 
 

 

  จากข้อความทีก่  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่  
ค าตอบ   มีความสมเหตุสมผล  

 

ข้อความที่ 4 
 นายดี กล่าวว่า   

     “ 1 = 2     เพราะ  
 ก าหนดให ้           ba =        … (1) 
            aba =2        … (2) 

     
222 babba −=−      … (3) 

                       ))(())(( bbababa −=+−             … (4) 
          bba =+        … (5) 
          aaa =+        … (6) 
               aa =2        … (7) 
                12 =         … (8) 
    ดงันั้น    21 =  ”       … (9) 

 จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 

ค าตอบ   ไม่มีความสมเหตุสมผล เพราะจากบรรทัดที่  4 ไปบรรทัดที่  5 จะไม่สามารถ
ด าเนินการไดถ้า้         
                      0=−ba  
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2.  ครูและนักเรียนร่วมกนัอภิปรายความหมายของการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ซ่ึงหมายถึง 
การใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ เพือ่แสดงวา่ขอ้ความนั้นเป็นจริง 

3.  นักเรียนศึกษาตัวอย่างการให้เหตุผลที่สมเหตุสมผล (การพิสูจน์) ทางคณิตศาสตร์ 
ตวัอยา่งที่ 1-3 ในหน้า 4-7 ของชุดการเรียนการสอนที่ 1 โดยเน้นให้นักเรียนได้คิด ได้
ปฏิบตัิ และหาขอ้สรุป ให้นักเรียนเกิดการเรียนรู้ดว้ยตวัเอง โดยมีครูคอยกระตุน้ ทั้งครู
และนกัเรียนร่วมกนัสร้างบรรยากาศการเรียนให้อ านวยความสะดวกในการเรียนรู้ โดยมี
ครูสนบัสนุนส่งเสริม เพือ่ใหน้กัเรียนพฒันาไดอ้ยา่งเตม็ศกัยภาพ 

 
ข้ันสรุป 

1.  ครูและนักเรียนร่วมกนัอภิปรายสรุปขอ้ความที่เป็นการให้เหตุผลที่สมเหตุสมผล และ
หลกัการ พสูิจน์ทางคณิตศาสตร์เบื้องตน้ 

2.  นกัเรียนท าแบบฝึกหดัที่ 1 หนา้ 8-9 ของชุดการเรียนการสอนที่ 1 
 
การวัดและการประเมนิผล 
 

หลักฐานการเรียนรู้ 
(ช้ินงาน/ภาระงาน) 

วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์ 

แบบฝึกหดัที่ 1 ตรวจแบบฝึกหดัที่ 1 แบบฝึกหดัที่ 1 ถูกตอ้งตั้งแต่ 80% 
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แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 2 
 

ชุดการเรียนการสอนที่  2 
เร่ือง   การพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพิสูจน์โดยตรง         เวลา  3  ชัว่โมง 

 
สาระส าคญั/ความคดิรวบยอด 

การแสดงการพิสูจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  โดยก าหนดให้ p  เป็นจริง แลว้ให้เหตุผลที่
สมเหตุสมผลจนไดข้อ้สรุป q   ซ่ึงก าหนดเป็นรูปแบบไดด้งัน้ี  

 

การพสูิจน์ qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยตรง 

ก าหนด p  เป็นจริง 

                    (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ q  เป็นจริง 

 
 
จุดประสงค์การเรียนรู้ 

นกัเรียนสามารถแสดงการพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยตรงได ้
 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
  ขั้นน า 

1.  ครูแจง้จุดประสงคก์ารเรียนรู้ส าหรับชุดการเรียนการสอนที่ 2  
2.  ครูสุ่มนกัเรียน 1 คนเพือ่ใหบ้อกความหมายของการพสูิจน์ทางคณิตศาสตร์ 

 
  ขั้นสอน 

1.   ครูให้นักเรียนพิจารณาข้อความที่อยู่ในรูป qp →  ในหน้า 1 ของชุดการเรียนการ   
สอนที่ 2 แลว้ครูและนกัเรียนร่วมกนัอภิปรายถึงหลกัการพสูิจน์ 

2.  นักเรียนศึกษาตวัอยา่งการพิสูจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยตรง 
ในตวัอยา่งที่ 1-3 ในหน้า 2-4 ของชุดการเรียนการสอนที่ 2 ครูเน้นให้นักเรียนไดค้ิด ได้
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ปฏิบตัิ และหาขอ้สรุป ให้นักเรียนเกิดการเรียนรู้ดว้ยตวัเอง โดยมีครูคอยกระตุน้ ทั้งครู
และนกัเรียนร่วมกนัสร้างบรรยากาศการเรียนให้อ านวยความสะดวกในการเรียนรู้ โดยมี
ครูสนบัสนุนส่งเสริม เพือ่ใหน้กัเรียนพฒันาไดอ้ยา่งเตม็ศกัยภาพ 

 
ข้ันสรุป 

1.  ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายสรุปการพิสูจน์ขอ้ความที่อยู่ในรูป qp →  ด้วยการ
พสูิจน์โดยตรง 

2.  นกัเรียนท าแบบฝึกหดัที่ 2 หนา้ 5-7 ของชุดการเรียนการสอนที่ 2 
 

การวัดและการประเมนิผล 
 

หลักฐานการเรียนรู้ 
(ช้ินงาน/ภาระงาน) 

วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์ 

แบบฝึกหดัที่ 2 ตรวจแบบฝึกหดัที่ 2 แบบฝึกหดัที่ 2 ถูกตอ้งตั้งแต่ 80% 
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แผนการจัดการเรียนรู้ที่ 3 
 

ชุดการเรียนการสอนที่  3 
เร่ือง  การพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp → ดว้ยการพสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่  เวลา  3  ชัว่โมง 

 
สาระส าคญั/ความคดิรวบยอด 

การพสูิจน์ขอ้ความ qp →  สามารถพสูิจน์โดยใชข้อ้ความ pq ~~ →  แทน โดยการพิสูจน์

ข้อความ pq ~~ → โดยตรง กล่าวคือ การแสดงจะก าหนดให้ q~ เป็นจริง แล้วให้เหตุผลที่
สมเหตุสมผลจนได้ขอ้สรุป p~  จึงสรุปได้ว่า qp →  เป็นจริง ซ่ึงเรียกการพิสูจน์แบบน้ีว่าการ

พสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่ ซ่ึงก าหนดเป็นรูปแบบไดด้งัน้ี 

 

การพสูิจน์ qp → โดยใช้ประพจน์แย้งสลับที ่

ก าหนด q~  เป็นจริง 

                    (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ p~  เป็นจริง 

 
 
จุดประสงค์การเรียนรู้ 

นกัเรียนสามารถแสดงการพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยใชป้ระพจน์
แยง้สลบัที่ได ้

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 
  ขั้นน า 

1.  ครูแจง้จุดประสงคก์ารเรียนรู้ส าหรับชุดการเรียนการสอนที่ 3  
2.  ครูและนกัเรียนร่วมกนัอภิปรายเพือ่ทบทวนเร่ืองการพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  

ดว้ยการพสูิจน์โดยตรง 
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  ขั้นสอน 
1.  ครูให้นักเรียนพิจารณาการพิสูจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยใช้

ประพจน์แยง้สลับที่  ในหน้า 1-2 ของชุดการเรียนการสอนที่ 3 แล้วครูและนักเรียน
ร่วมกนัอภิปรายถึงหลกัการพสูิจน์ 

2.  นักเรียนศึกษาตวัอย่างการพิสูจน์ขอ้ความที่อยู่ในรูป qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยใช้
ประพจน์แยง้สลบัที่ ในตวัอยา่งที่ 1-2 ในหน้า 2-3 ของชุดการเรียนการสอนที่ 3 ครูเน้น
ให้นักเรียนไดค้ิด ได้ปฏิบตัิ และหาขอ้สรุป ให้นักเรียนเกิดการเรียนรู้ด้วยตวัเอง โดยมี
ครูคอยกระตุน้ ทั้ งครูและนักเรียนร่วมกันสร้างบรรยากาศการเรียนให้อ านวยความ
สะดวกในการเรียนรู้ โดยมีครูสนับสนุนส่งเสริม เพื่อให้นักเรียนพฒันาได้อย่างเต็ม
ศกัยภาพ 

 
  ข้ันสรุป 

1.  ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายสรุปการพิสูจน์ขอ้ความที่อยู่ในรูป qp →  ด้วยการ
พสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่  

2.  นกัเรียนท าแบบฝึกหดัที่ 3 หนา้ 4-5 ของชุดการเรียนการสอนที่ 3 
 

การวัดและการประเมนิผล 
 

หลักฐานการเรียนรู้ 
(ช้ินงาน/ภาระงาน) 

วิธีการ เคร่ืองมือ เกณฑ์ 

แบบฝึกหดัที่ 3 ตรวจแบบฝึกหดัที่ 3 แบบฝึกหดัที่ 3 ถูกตอ้งตั้งแต่ 80% 
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ภาคผนวก ฉ 

ชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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ชุดการเรียนการสอนที่  1 

เร่ือง  :  ความส าคญัของการใหเ้หตุผลทางคณิตศาสตร์ 
 

ช่ือ………………………………………………………………………… 
 

 

 

ให้นักเรียนพิจารณาข้อความที่ก าหนดให้แล้วตอบค าถาม 

 

ข้อความที่ 1 

นายเอ กล่าวว่า  

“ ถา้ 02 =++ cbxax   และ 0a  แลว้ 
a

acbb
x

2

42 −−
=   เป็นจริง เพราะ 

ถา้ 02 =++ cbxax   และ 0a  

เม่ือน า 0
1


a
 มาคูณทั้งสองขา้งของสมการจะไดว้า่ 

  02 =++
a

c
x

a

b
x        … (1) 

           
a

c
x

a

b
x −=+2        … (2) 

                          222 )
2

()
2

(
a

b

a

c

a

b
x

a

b
x +−=++       … (3) 

              
2

2
2

4
)

2
(

a

b

a

c

a

b
x +−=+       … (4) 

                                             
2

2

2 44

4

a

b

a

ac
+−=       … (5) 

                                                 
2

2

4

4

a

acb −
=       … (6) 

                                        
2

2

4

4

2 a

acb

a

b
x

−
=+      … (7) 
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a

acb

2

42 −
=       … (8) 

               
a

acb

a

b
x

2

4

2

2 −
−=     … (9) 

                        
a

acbb

2

42 −−
=       … (10) 

                  นัน่คือ ถา้ 02 =++ cbxax  และ 0a  แลว้  
a

acbb
x

2

42 −−
=  ” 

  จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 

ข้อความที่ 2 

นายบี กล่าวว่า       

“ 11 =−      เพราะ  

 พจิารณา  
1)1(1 −=−         … (1)         

     2

2

)1(−=         … (2) 

     2

1

2 ))1((−=        … (3) 

     2

1

1=                      … (4) 

     1=          … (5) 

ดงันั้น    11 =−  ” 

  จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 
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ข้อความที่ 3 

นายซี กล่าวว่า 

       “ถา้ลากส่วนของเส้นตรงสองเส้นให้ตดักนั แล้วส่วนของเส้นตรงสองเส้นตดักันได้เพียงจุด
เดียวเท่านั้น” 
 

 
  จากข้อความทีก่  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่  
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 

ข้อความที่ 4 

นายดี กล่าวว่า   

    “ 1 = 2     เพราะ  

ก าหนดให ้           ba =        … (1) 
           aba =2        … (2) 

    
222 babba −=−      … (3) 

        ))(())(( bbababa −=+−     … (4) 

          bba =+        … (5) 

         aaa =+        … (6) 
             aa =2        … (7) 

               12 =         … (8) 

     ดงันั้น   21 =  ”       … (9) 

  จากข้อความที่ก  าหนดให้มีความสมเหตสุมผลหรือไม่ (ถ้าไม่สมเหตุสมผลให้ระบุบรรทัดที่ไม่
สมเหตสุมผล) 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
 

เม่ือพิจารณาข้อความที่  1 – 4  แล้วนักเรียนพบว่า 

       -   ขอ้ความที่…………เป็นการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผล โดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ  

          และขอ้ความสมเหตุสมผลสามารถน าไปใชอ้า้งอิงได ้
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       -  ขอ้ความที่…………เป็นการใหเ้หตุผลที่ไม่สมเหตุสมผล  

           และขอ้ความที่ไม่สมเหตุสมผลไม่สามารถน าไปใชอ้า้งอิงได ้

 

“ การให้เหตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีข้อโต้แย้งใด ๆ เพ่ือแสดงว่าข้อความน้ันเป็นจริงในวิชา

คณติศาสตร์ เรียกว่า…………………………..…… ” 

 

ตัวอย่างการให้เหตุผลทีส่มเหตุสมผล (การพิสูจน์) ทางคณติศาสตร์ 
 
ตัวอย่างที่ 1  จงแสดงวา่ 39.2 =    
การพสูิจน์ 

ข้อความ เหตุผล 
1. ...999999.2=A  ก าหนดให ้ 
2. ...999999.2910 =A  น า 10 คูณทั้งสองขา้งของสมการ 
3. 279 =A  น าสมการในขอ้ 2.  ลบดว้ยสมการในขอ้ 1. 
4. 3=A  จากการแกส้มการในขอ้ 3. 
5. 39.2 =  จากขอ้ 1. ขอ้ 4. และสมบติัของการเท่ากนั 

                                     

จากการพสูิจน์ดงักล่าวสามารถเขียนแบบบรรยายโดยไม่ใชต้ารางไดด้งัน้ี 
 
จากก าหนดให ้จะได ้   ...999999.2=A       … (1) 
น า 10  คูณทั้งสองขา้งของสมการจะได ้ ...99999.2910 =A     … (2) 
น า (2) − (1) จะได ้    279 =A    
แกส้มการ จะได ้                3=A       … (3) 
จาก (1) และ (3) จะไดว้า่   39.2 =                       # 
    
ข้อสังเกต 

การเขียนพิสูจน์แบบบรรยายในแต่ละขอ้ความ (1 บรรทดั) จะตอ้งประกอบด้วยเหตุผลและ
ผลลพัธ ์ 
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ตัวอย่างที่ 2  จงแสดงวา่ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหล่ียมใด ๆ รวมกนัเท่ากบั 180                           
 

ให ้ ABC  เป็นตวัแทนของรูปสามเหล่ียมใด ๆ   
 

 

ต้องการพสูิจน์ว่า  180ˆˆˆ =++ CABBCACBA  

ถา้สร้าง ED  ใหข้นานกบั BC  ดงัรูป แลว้สามารถใหเ้หตุผลไดด้งัตาราง  

 

การพสูิจน์ 

ข้อความ เหตุผล 

1. BCED //  จากการสร้าง 
2. BCADAC ˆˆ =  จากขอ้ 1. ถา้เสน้ตรงสองเสน้ขนานกนัและมีเสน้ตดัแลว้ 

มุมแยง้มีขนาดเท่ากนั  
3. CBAEAB ˆˆ =  จากขอ้ 1. ถา้เสน้ตรงสองเสน้ขนานกนัและมีเสน้ตดัแลว้ 

มุมแยง้มีขนาดเท่ากนั  
4. 180ˆˆˆ =++ EABCABDAC  ขนาดของมุมตรง 
5. 180ˆˆˆ =++ CBACABBCA  จากขอ้ 2. – 4. และสมบติัของการเท่ากนั 
6. ผลบวกของมุมภายในของ 
   รูปสามเหล่ียมใด ๆ รวมกนัเท่ากบั   

   
180  

จากขอ้ 5. 

A 

B C 

A 

B C 

D E 
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จากการพสูิจน์ดงักล่าวสามารถเขียนแบบบรรยายโดยไม่ใชต้ารางไดด้งัน้ี 
 
การพสูิจน์   จากการสร้างจะได ้ BCED //  

เน่ืองจาก ถา้เสน้ตรงสองเสน้ขนานกนัและมีเสน้ตดัแลว้มุมแยง้มีขนาดเท่ากนัท าใหไ้ดว้า่  
BCADAC ˆˆ =  และ CBAEAB ˆˆ =         … (1) 

จากขนาดของมุมตรงจะได ้ 180ˆˆˆ =++ EABCABDAC      … (2) 
จาก (1) – (2) และสมบติัของการเท่ากนั ท าใหไ้ดว้า่ 180ˆˆˆ =++ CBACABBCA  
ดงันั้นจึงสรุปไดว้า่ ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหล่ียมใด ๆ  รวมกนัเท่ากบั 180  #                   

 

ตัวอย่างที่ 3  ถา้ก าหนดรูปสามเหล่ียมดงัรูป แลว้จงแสดงวา่ AEC  ~ BDC   

 

จากส่ิงที่โจทยใ์ห้แสดง (พิสูจน์)  นกัเรียนตอ้งทราบความหมาย (บทนิยาม) ของรูปสามเหล่ียมที่
คลา้ยกนั กล่าวคือ รูปสามเหล่ียมสองรูปคลา้ยกนั ก็ต่อเม่ือ รูปสามเหล่ียมสองรูปนั้นมีขนาดของมุม
เท่ากนัเป็นคู่ ๆ สามคู่  โดยเราใชส้ญัลกัษณ์  ~ แทน การคลา้ยกนั  

เช่น AEC  ~ BDC  หมายถึง AEC  คลา้ยกบั BDC   
การแสดงวา่ AEC  ~ BDC ตามความหมาย (บทนิยาม) ตอ้งแสดงวา่ รูปสามเหล่ียมสองรูป

มีขนาดของมุมเท่ากนัเป็นคู่  ๆสามคู่ หรือตอ้งแสดงวา่ DCBECA ˆˆ = , CDBCEA ˆˆ = , DBCEAC ˆˆ =  
 

 

 

 

 

A 

B C 

D 

E 
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การพสูิจน์ 

ข้อความ เหตุผล 

1. DCBECA ˆˆ =  มุมร่วม 
2. CDBCEA ˆˆ =  ต่างก็เป็นมุมฉาก  
3. DBCEAC ˆˆ =  ขนาดของมุมภายในรูปสามเหล่ียมรวมกนัเท่ากบั 180 เม่ือ

มุมสองคู่มีขนาดเท่ากนัแลว้ มุมคู่ที่เหลือจึงมีขนาดเท่ากนั 
4. AEC  ~ BDC  จากขอ้ 1. – 3. จะไดว้า่ AEC  และ BDC เป็นรูป

สามเหล่ียมสองรูปที่มีขนาดของมุมเท่ากนัเป็น คู ่ๆ สามคู ่
   

จากการพสูิจน์ดงักล่าวสามารถเขียนแบบบรรยายโดยไม่ใชต้ารางไดด้งัน้ี 
พิจารณาจากรูป AEC  และ BDC จะไดว้่า DCBECA ˆˆ =  เพราะมี Ĉ  เป็นมุมร่วม และ

CDBCEA ˆˆ =  เพราะต่างก็เป็นมุมฉาก  
เน่ืองจากขนาดของมุมภายในรูปสามเหล่ียมรวมกนัเท่ากบั 180  เม่ือมุมสองคู่มีขนาดเท่ากนั 

แล้วมุมคู่ที่ เหลือจึงมีขนาดเท่ากันท าให้ได้ว่า DBCEAC ˆˆ =  ดังนั้ น AEC  ~  BDC  เพราะ 
AEC  และ BDC เป็นรูปสามเหล่ียมสองรูปที่มีขนาดของมุมเท่ากนัเป็นคู่ ๆ สามคู่ # 

 การใหเ้หตุผล (การพิสูจน์) ส่วนใหญ่จะใชว้ธีิการเขียนแบบบรรยาย  โดยในเบื้องตน้อาจจะเร่ิม
จากการฝึกเขียนการพสูิจน์เป็นแบบตารางก่อน ซ่ึงจะเป็นการช่วยให้มีแนวทาง  และมีล าดบัขั้นตอนที่
สมเหตุ-สมผล  
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แบบฝึกหัดที่ 1 
 
1.  จงพสูิจน์วา่ ถา้ส่วนของเสน้ตรงสองเสน้ตดักนั แลว้มุมตรงขา้มมีขนาดเท่ากนั 
     
     สร้างส่วนของเสน้ตรง AB  และ CD   ใหต้ดักนัที่จุด E  ดงัรูป 

 

 
 
ต้องการพสูิจน์ว่า  CEBDEA ˆˆ =  และ DEBCEA ˆˆ =  
การพสูิจน์ 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 

A 

B C 

D 

E 
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2. พจิารณารูปสามเหล่ียมที่มีดา้นยาว ba ,  และ c  ดงัที่ก  าหนดให ้จงใชก้ฎของโคไซน์พสูิจน์วา่ 
    ถา้รูปสามเหล่ียมเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากที่ c  เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมุมฉาก 
    แลว้ 222 bac +=  

  
 
กฎของโคไซน ์
ก าหนดรูปสามเหล่ียม ABC  ถา้ a  , b  และ c  แทนความยาวของดา้นตรงขา้มมุม A  , B  และ C  
ตามล าดบั แลว้   Abccba cos2222 −+=  

  Baccab cos2222 −+=  
  Cabbac cos2222 −+=  
 

 
ต้องการพสูิจน์ว่า   222 bac +=   
 
การพสูิจน์      
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ชุดการเรียนการสอนที่  2 

เร่ือง  :  การพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp → ดว้ยการพิสูจน์โดยตรง 
 

ช่ือ…………………………………………………………………… 
 

 

การพสูิจน์ข้อความทีอ่ยู่ในรูป qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยตรง 

 
พจิารณาขอ้ความต่อไปน้ี 

 -  ถา้ 02 =++ cbxax   และ 0a  แลว้ 
a

acbb
x

2

42 −−
=  

 -  ถา้รูปสามเหล่ียมสองรูปมีขนาดของมุมเท่ากนัเป็นคู่ ๆ สามคู่ แลว้รูปสามเหล่ียมสองรูป 
   คลา้ยกนั 

-  ถา้ส่วนของเสน้ตรงสองเสน้ตดักนั แลว้มุมตรงขา้มมีขนาดเท่ากนั 
-  ถา้รูปสามเหล่ียมมุมฉากที่มีดา้นยาว ba ,  และ c  โดยที่ c  เป็นความยาวของดา้นตรง 
  ขา้มมุมฉาก   แลว้ 222 bac +=  

จากขอ้ความขา้งตน้จะพบวา่เป็นขอ้ความที่อยูใ่นรูป  ถา้...แลว้... หรือ qp →   ซ่ึงไดพ้สูิจน์ใน
ชุดการเรียนการสอนที่ 1 ไปแลว้ โดยการก าหนดให้ขอ้ความ p  เป็นจริง จากนั้นให้เหตุผลที่ชดัเจน

โดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ เพื่อแสดงว่าขอ้ความ q  เป็นจริง การพิสูจน์ในลักษณะน้ีเรียกว่าเป็นการ

พิสูจน์โดยตรง  นั่นคือ การแสดง qp →  จะก าหนดให้ p  เป็นจริง แล้วให้เหตุผลที่สมเหตุสมผล
จนไดข้อ้สรุป q  ซ่ึงก าหนดเป็นรูปแบบไดด้งัน้ี  

 

การพสูิจน์ qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยตรง 

ก าหนด p  เป็นจริง 

                    (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ q  เป็นจริง 

 
 
 



 

98 

ทด 

ก าหนดให ้ n  เป็นจ านวนคู ่

                    (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ 2n  เป็นจ านวนคู่ 

 

ต่อไปเป็นตวัอยา่งการพิสูจน์ขอ้ความ qp →  โดยตรงทางทฤษฎีจ านวน โดยนักเรียนตอ้งรู้
ความหมายของจ านวนคู่ และจ านวนคี่ก่อน ดงัน้ี  
 
  บทนิยาม ให ้ ba ,  เป็นจ านวนเตม็ เรากล่าววา่ 
 1.  a  เป็นจ านวนคู่ (even number) ก็ต่อเม่ือ ka 2=   โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
 2.  b  เป็นจ านวนคี ่(odd number) ก็ต่อเม่ือ  12 += kb  โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
 
ตัวอย่างที่ 1 จงพสูิจน์วา่ ถา้ n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 2n   เป็นจ านวนคู่ 
ก าหนดให้  n  เป็นจ านวนคู่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  2n   เป็นจ านวนคู ่ 
การพสูิจน์  
  ก าหนดให ้ n   เป็นจ านวนคู่   จะไดว้า่  kn 2=     
  โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
  พจิารณา       ( )22 2kn =  

                 24k=  
          )2(2 2k=  
  เพราะวา่      22k    เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  2n   เป็นจ านวนคู่  
  สรุปไดว้า่   ถา้ n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 2n   เป็นจ านวนคู่                   # 
 
ตัวอย่างที่ 2 ให ้ ba ,  และ c  เป็นจ านวนเตม็ โดยที่ 0, ba   จงพสูิจน์วา่ ถา้ a  หาร b  ลงตวั  
                            และ b  หาร c  ลงตวั แลว้ a  หาร c  ลงตวั 
 
     บทนิยาม  ให้ nm ,  เป็นจ านวนเตม็ และ 0m  เรากล่าววา่ m  หาร (divide) n  ลงตัว  
     ก็ต่อเม่ือ  มีจ  านวนเตม็ k  ซ่ึง  kmn =   (เราจะเขียน nm |  แทนการกล่าววา่ m  หาร n  ลงตวั) 
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ทด 

ก าหนดให ้ ba |  และ cb |                                  

                        (ให้เหตุผล) 

สรุปไดว้า่ ca |  

 

ทด 

ก าหนดให ้รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนาน 

                                            (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ DCBDAB ˆˆ =  

 

ก าหนดให้  ba ,  และ c  เป็นจ านวนเตม็ โดยที่ 0, ba   โดยที่ ba |  และ cb |  
ต้องการพสูิจน์ว่า  ca |  
 
 
 
 
 
 
 
 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ a  หาร b  ลงตวั จะไดว้า่ mab =   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็   … (1) 
     b  หาร c  ลงตวั จะไดว้า่  nbc =    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็   … (2) 
แทนค่า mab =  ใน (2)  จะได ้ ( ) ( )anmmanc ==   
เพราะวา่mn  เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น ca|        # 
 
ตัวอย่างที่ 3  จากรูปจงพสูิจน์วา่ ถา้รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนาน แลว้ 

DCBDAB ˆˆ =  

 
 
 
 
 
 
 
 

 A B 

C D 
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ก าหนดให้  รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนาน  
ต้องการพสูิจน์ว่า  DCBDAB ˆˆ =  
การพสูิจน์  
จากรูปก าหนดใหรู้ปส่ีเหล่ียม ABCD เป็นรูปส่ีเหล่ียมดา้นขนาน จะไดว้า่ CDAB //  และ BCAD //  
และเน่ืองจากขนาดของมุมภายในที่อยูบ่นขา้งเดียวกนัของเสน้ตดัเสน้ขนานรวมกนัเท่ากบั 180  
ดงันั้น 180ˆˆ =+ CDADAB  และ 180ˆˆ =+ CDADCB   
จากสมบติัของการเท่ากนัจะไดว้า่ CDADCBCDADAB ˆˆˆˆ +=+  
และเม่ือน า CDA ˆ−  บวกทั้งสองขา้งของสมการท าไดว้า่ DCBDAB ˆˆ =                # 
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แบบฝึกหัดที่ 2 
 

1. จงพสูิจน์วา่ ถา้ n  เป็นจ านวนคี่แลว้ 2n  เป็นจ านวนคี่ 

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
2. จงพสูิจน์วา่ ผลบวกของจ านวนคู่กบัจ านวนคี่เป็นจ านวนคี่ 

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 



 

102 

3.  ก าหนดให้ xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0, ba  จงแสดงวา่ 

     3.1 ถา้ ba |  และ ca |  แลว้ ( )cba +|  

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
     3.2  ถา้ ba |  และ cb |  แลว้ ( )cba +|  
…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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     3.3 ถา้ ( )yxa 32| −  และ ( )yxa 54| −  แลว้ ya |  

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
4. จากรูป จงพสูิจน์วา่ ถา้รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน แลว้ ACD  เป็น 
    รูปสามเหล่ียมหนา้จัว่ 

 

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ชุดการเรียนการสอนที่  3 

เร่ือง  :  การพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพิสูจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่ 
 

ช่ือ………………………………………………………………………… 
 

 

การพสูิจน์ข้อความทีอ่ยู่ในรูป qp →  ด้วยการพิสูจน์โดยใช้ประพจน์แย้งสลับที ่

 

จากการพิสูจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพิสูจน์ตรงซ่ึงกล่าวมาแลว้ในชุดการเรียน

การสอนที่ 2 มีบางขอ้ความที่อาจท าไดย้าก ยกตวัอยา่งเช่น การพสูิจน์ขอ้ความ n  เป็นจ านวนเตม็ ถา้ 
2n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ n  เป็นจ านวนคู่ ซ่ึงแสดงเป็นการพสูิจน์ตรงไดด้งัน้ี 

ก าหนดให ้  2n  เป็นจ านวนคู่ซ่ึงจะไดว้า่ kn 22 =  โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ แลว้เราจะตอ้ง

พสูิจน์วา่n  เป็นจ านวนคู่โดยการแสดงวา่ mn 2=  โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ซ่ึงวธีิดงักล่าวน้ีท าไดย้าก  

ในทางตรรกศาสตร์จึงใช้รูปแบบของข้อความ(ประพจน์) ที่สมมูลกันมาช่วยเพื่อเปล่ียน
ขอ้ความจากการพสูิจน์ที่อาจท าไดย้ากใหก้ลายเป็นการพสูิจน์ที่ไม่ยากได ้ดงัน้ี 

 
พจิารณาตารางค่าความจริงของรูปแบบของประพจน์ qp →  และ pq ~~ →  ดงัน้ี 

p  q  p~  q~  qp →  pq ~~ →  
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

F 
F 
T 
T 

F 
T 
F 
T 

T 
F 
T 
T 

T 
F 
T 
T 

 

จากตารางค่าความจริงจะพบวา่รูปแบบของประพจน์ qp →  สมมูลกบั pq ~~ →  กล่าวคอื 

ขอ้ความ pq ~~ →  มีความหมายเช่นเดียวกบัขอ้ความ qp →  ดงันั้นการพสูิจน์ขอ้ความ qp →  
สามารถพิสูจน์โดยใช้ขอ้ความ pq ~~ →  แทน โดยการพิสูจน์ข้อความ pq ~~ →   โดยตรง 

กล่าวคือ การแสดงจะก าหนดให้ q~  เป็นจริง แลว้ให้เหตุผลที่สมเหตุสมผลจนไดข้อ้สรุป p~   จึง
สรุปได้ว่า qp →  เป็นจริง ซ่ึงเรียกการพิสูจน์แบบน้ีว่าการพิสูจน์โดยใช้ประพจน์แยง้สลบัที่   ซ่ึง

ก าหนดเป็นรูปแบบไดด้งัน้ี 
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ทด 
ก าหนดให ้ n  เป็นจ านวนคี่ 

          (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ 2n  เป็นจ านวนคี่ 

 

 

การพสูิจน์ qp → ด้วยการพสูิจน์โดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ 

ก าหนด q~  เป็นจริง 

                    (ใหเ้หตุผล) 

สรุปไดว้า่ p~  เป็นจริง 

 
ตัวอย่างที่ 1 จากตวัอยา่ง  “ ส าหรับ n  เป็นจ านวนเตม็ ถา้ 2n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ n  เป็นจ านวนคู่ ”   
                      สามารถพสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่ไดด้งัน้ี 
 
จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวด้วยการพสูิจน์โดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้ n  เป็นจ านวนเตม็ 
จากขอ้ความ  ถา้ 2n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ n  เป็นจ านวนคู่ ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 2n  เป็นจ านวนคี่ ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
 
ก าหนดให้  n  เป็นจ านวนคี่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  2n  เป็นจ านวนคี่   
 
 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ n   เป็นจ านวนคี่ จะไดว้า่ 12 += kn   โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา ( )22 12 += kn  

       144 2 ++= kk  
  ( ) 1222 22 ++= kkn  
เพราะวา่   kk 22 2 +   เป็นจ านวนเตม็  ท  าให ้ 2n   เป็นจ านวนคี่ 
สรุปไดว้า่  ถา้ n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 2n  เป็นจ านวนคี่ 
นัน่คือ  ถา้ 2n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ n  เป็นจ านวนคู่                       # 
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ทด 
ก าหนดให ้ x  เป็นจ านวนตรรกยะ 

               (ใหเ้หตุผล) 
สรุปไดว้า่ x  เป็นจ านวนตรรกยะ   

 

 
ตัวอย่างที่ 2  ให ้ x  เป็นจ านวนจริง จงพิสูจน์วา่ ถา้ x  เป็นจ านวนอตรรกยะแลว้ x  เป็นจ านวน 

       อตรรกยะ 
 

บทนิยาม  1.  x  เป็นจ านวนตรรกยะ ถา้มีจ  านวนเตม็ m  และ 0n  ซ่ึง 
n

m
x =  

    2.  x  เป็นจ านวนอตรรกยะ ถา้ x  เป็นจ านวนจริงที่ไม่เป็นจ านวนตรรกยะ  
 
จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวด้วยการพสูิจน์โดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้ x  เป็นจ านวนจริง 
จากขอ้ความ  ถา้ x  เป็นจ านวนอตรรกยะแลว้ x  เป็นจ านวนอตรรกยะ  ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ x  เป็นจ านวนตรรกยะแลว้ x  เป็นจ านวนตรรกยะ  ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
            
ก าหนดให้  x  เป็นจ านวนตรรกยะ 
ต้องการพสูิจน์ว่า  x  เป็นจ านวนตรรกยะ 
การพสูิจน์  

ก าหนดให ้ x  เป็นจ านวนตรรกยะ ดงันั้น 
n

m
x =   

โดยที่  m  และ n  เป็นจ านวนเตม็ และ 0n   

จะไดว้า่  
2

2

n

m
x =    ซ่ึง 2m  และ 2n  เป็นจ านวนเตม็และ 02 n   

ดงันั้น     x  เป็นจ านวนตรรกยะ  
นัน่คือ ถา้ x  เป็นจ านวนอตรรกยะแลว้ x  เป็นจ านวนอตรรกยะ                         # 
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แบบฝึกหัดที่ 3 
 

1. ก าหนดให ้ n  เป็นจ านวนเตม็ จงพสูิจน์วา่ ถา้ 2n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ n  จะเป็นจ านวนคี่ 
…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
2.   ก าหนดใหเ้ซต Ä  และเซต B  เป็นเซตใด ๆ จงพสูิจน์วา่ ถา้ BA   แลว้ = BA  
…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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3.  ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเตม็ จงพสูิจน์วา่ ถา้ 2|4 a  แลว้  a  เป็นจ านวนคู่ 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
 
 4.  ก าหนดให ้ ba , และ c  เป็นจ านวนเตม็ จงพสูิจน์วา่ ถา้ ca   แลว้ ba   หรือ cb   

…………………………………………………………………………………………………………
…......………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ภาคผนวก ช 

เฉลยแบบฝึกหัดหลงัเรียนของชุดการเรียนการสอนที่เน้นผู้เรียนเป็นส าคญั 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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เฉลยแบบฝึกหัดที่ 1 
 
1.  จงพสูิจน์วา่ ถา้ส่วนของเสน้ตรงสองเสน้ตดักนั แลว้มุมตรงขา้มมีขนาดเท่ากนั 
    
    สร้างส่วนของเสน้ตรง AB  และ CD   ใหต้ดั กนัที่จุด E  ดงัรูป 
 

 
 
ต้องการพสูิจน์ว่า  CEBDEA ˆˆ =  และ DEBCEA ˆˆ =  
 
การพสูิจน์ 

ข้อความ เหตุผล 
1. 180ˆˆ =+ DEBDEA  ขนาดของมุมตรง 
2. 180ˆˆ =+ DEBCEB  ขนาดของมุมตรง 
3. DEBCEBDEBDEA ˆˆˆˆ +=+  จากขอ้ 1. – 2. และสมบติัของการเท่ากนั 
4. DEBDEBCEBDEBDEBDEA ˆˆˆˆˆˆ −+=−+  สมบติัของการเท่ากนั 
5. CEBDEA ˆˆ =  ผลลพัธจ์ากขอ้ 4. 
6. 180ˆˆ =+ CEBCEA  ขนาดของมุมตรง 
7. 180ˆˆ =+ CEBDEB  ขนาดของมุมตรง 
8. CEBDEBCEBCEA ˆˆˆˆ +=+  จากขอ้ 7. – 8. และสมบติัของการเท่ากนั 
9. CEBCEBDEBCEBCEBCEA ˆˆˆˆˆˆ −+=−+  สมบติัของการเท่ากนั 
10. DEBCEA ˆˆ =  ผลลพัธจ์ากขอ้ 9. 
11. ถา้ส่วนของเสน้ตรงสองเสน้ตดักนั แลว้มุมตรงขา้มมี  
     ขนาดเท่ากนั 

จากขอ้ 5. และขอ้ 10. 

             
2. พจิารณารูปสามเหล่ียมที่มีดา้นยาว ba ,  และ c  ดงัที่ก  าหนดให ้จงใชก้ฎของโคไซน์พสูิจน์วา่ 

A 

B 
C 

D 

E 
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    ถา้รูปสามเหล่ียมเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากที่ c  เป็นความยาวของดา้นตรงขา้มมุมฉาก 
    แลว้ 222 bac +=  

 
 
กฎของโคไซน์ 
ก าหนดรูปสามเหล่ียม ABC  ถา้ a , b  และ c  แทนความยาวของดา้นตรงขา้มมุม A , B  และ C  
ตามล าดบั แลว้   Abccba cos2222 −+=  
   Baccab cos2222 −+=  
   Cabbac cos2222 −+=  
 

 
ต้องการพสูิจน์ว่า   222 bac +=   
 

การพสูิจน์      

ข้อความ เหตุผล 
1.  รูปสามเหล่ียมที่มีดา้นยาว ba ,  และ c  เป็นรูป
สามเหล่ียมมุมฉากที่ c  เป็นความยาวของดา้นตรงขา้ม 
มุมฉาก 

ก าหนดให ้

2. Cabbac cos2222 −+=  จากกฎของโคไซน ์
3. 

CabCabbaCabc cos2cos2cos2 222 +−+=+  

น า Cabcos2  บวกทั้งสองขา้งของ
สมการ 

4. 222 cos2 baCabc +=+  ผลลพัธจ์ากขอ้ 3.  
5. 222 )90cos(2 baabc +=+   c  เป็นความยาวของดา้นตรงขา้ม

มุมฉาก 
6. 222 bac +=  จากขอ้ 5. แทนค่า 0)90cos( =  

 

เฉลยแบบฝึกหัดที่ 2 
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1.   จงพสูิจน์วา่ ถา้ n  เป็นจ านวนคี่แลว้ 2n  เป็นจ านวนคี่ 
 

ก าหนดให้  n  เป็นจ านวนคี่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  2n   เป็นจ านวนคี่ 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ n   เป็นจ านวนคี่   จะไดว้า่  12 += kn    โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา ( )22 12 += kn  

       144 2 ++= kk  
       1)12(2 2 ++= k  
เพราะวา่   12 2 +k   เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  2n   เป็นจ านวนคี่  
สรุปไดว้า่   ถา้ n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 2n   เป็นจ านวนคี่               # 
 
2.   จงพสูิจน์วา่ ผลบวกของจ านวนคู่กบัจ านวนคี่เป็นจ านวนคี่ 

ก าหนดให้  x  เป็นจ านวนคู่ และ y  เป็นจ านวนคี่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  yx +  เป็นจ านวนคี่  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ x   เป็นจ านวนคู่   จะไดว้า่  mx 2=    โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็                            ….(1) 
           และ y   เป็นจ านวนคี่   จะไดว้า่  12 += ny    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็   ….(2) 
น า (1) + (2) จะได ้ 122 ++=+ nmyx  
             1)(2 ++= nm  
เพราะวา่ nm+  เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  yx +   เป็นจ านวนคี่ 
สรุปไดว้า่   ผลบวกของจ านวนคู่กบัจ านวนคี่เป็นจ านวนคี่                          # 
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3.  ก าหนดให้ xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0, ba  จงแสดงวา่ 

     3.1  ถา้ ba |  และ ca |  แลว้ ( )cba +|  

ก าหนดให้  ba ,  และ c  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0, ba  ซ่ึง ba |  และ ca |  
ต้องการพสูิจน์ว่า  ( )cba +|  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ ba | จะไดว้า่ mab =   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็      … (1) 
     ca | จะไดว้า่  nac =    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็       … (2) 
น า (1) + (2) จะได ้ namacb +=+       
             )( nma +=  
เพราะวา่ nm +  เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  ( )cba +|                 # 
 

    3.2  ถา้ ba |  และ cb |  แลว้ ( )cba +|  

ก าหนดให้  ba ,  และ c  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0, ba  ซ่ึง ba |  และ cb |  
ต้องการพสูิจน์ว่า  ( )cba +|  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ ba | จะไดว้า่ mab =   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็     … (1) 
     cb | จะไดว้า่  nbc =    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็      … (2) 
น า (1) + (2) จะได ้ nbmacb +=+          … (3) 
แทนค่า (1) ใน (3) จะได ้ nmamacb +=+  
            )( nmma +=  
เพราะวา่ nmm+  เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  ( )cba +|               # 
 
     3.3  ถา้ ( )yxa 32| −  และ ( )yxa 54| −  แลว้ ya |  

ก าหนดให้ xa ,  และ y  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0a  ซ่ึง ( )yxa 32| −  และ ( )yxa 54| −  
ต้องการพสูิจน์ว่า       ya |  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ ( )yxa 32| −   จะไดว้า่  mayx =−32   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็   … (1) 
     ( )yxa 54| −   จะไดว้า่  nayx =−54    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็   … (2) 
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น า (1) ×2      จะได ้     mayx 264 =−         … (3) 
น า (2) − (3)  จะได ้     manay 2−=       
                        )2( mna −=  
เพราะวา่ mn 2−  เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  ya |                        # 
 

4.  จากรูป จงพสูิจน์วา่ ถา้รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน แลว้ ACD  เป็น 
    รูปสามเหล่ียมหนา้จัว่ 

 

ก าหนดให้             รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน  
ต้องการพสูิจน์ว่า            ACD  เป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จัว่ (จะแสดงวา่ CDAD = ) 
การพสูิจน์  
จากก าหนดให ้รูปส่ีเหล่ียม ABCD  เป็นรูปส่ีเหล่ียมขนมเปียกปูน ซ่ึงเป็นรูปส่ีเหล่ียมมีดา้นยาวเท่ากนั
ทุกดา้น ท าใหไ้ดว้า่ CDAD =  นัน่คือ ACD  เป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จัว่ เพราะเป็นรูปสามเหล่ียมที่
มีดา้นยาวเท่ากนัสองดา้น               # 
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เฉลยแบบฝึกหัดที่ 3 
 

1.  ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม จงพิสูจน์ว่า ถ้า 2n  เป็นจ านวนคี ่แล้ว n  จะเป็นจ านวนคี ่
 
จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้ n  เป็นจ านวนเตม็ 
จากขอ้ความ  ถา้ 2n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ n  เป็นจ านวนคี่ ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 2n  เป็นจ านวนคู่ ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
ก าหนดให้  n  เป็นจ านวนคู่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  2n  เป็นจ านวนคู่ 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ n   เป็นจ านวนคู่ จะไดว้า่ kn 2=   โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา ( )22 2kn =  

       24k=  
       ( )222 k=  
เพราะวา่   22k   เป็นจ านวนเตม็  ท  าให ้ 2n   เป็นจ านวนคู ่
สรุปไดว้า่  ถา้ n  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 2n  เป็นจ านวนคู่ 
นัน่คือ  ถา้ 2n  เป็นจ านวนคี่ แลว้ n  เป็นจ านวนคี่                                                                # 
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2.   ก าหนดให้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ จงพิสูจน์ว่า ถ้า BA   แล้ว =BA  

จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ  
จากขอ้ความ  ถา้ BA   แลว้ =BA  ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ BA  แลว้ BA  ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
 
ก าหนดให้  BA   
ต้องการพสูิจน์ว่า  BA  
การพสูิจน์  
จาก BA   จะไดว้า่มี  BAx   
ดงันั้น Ax  และ Bx   
นัน่คือ Ax  และ Bx  
ท าใหไ้ดว้า่ BA  
เพราะฉะนั้น  ถา้  BA   แลว้ BA  
สรุปไดว้า่  ถา้ BA   แลว้ =BA         # 
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3.  ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเต็ม จงพิสูจน์ว่า ถ้า 2|4 a  แล้ว a  เป็นจ านวนคู่ 

จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้ a เป็นจ านวนเตม็ 
จากขอ้ความ  ถา้ 2|4 a  แลว้ a เป็นจ านวนคู่ ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ a  เป็นจ านวนคี่แลว้ 4 หาร 2a ไม่ลงตวั ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
ก าหนดให้  a  เป็นจ านวนคี่  
ต้องการพสูิจน์ว่า  4 หาร 2a ไม่ลงตวั  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ a  เป็นจ านวนคี่ จะไดว้า่ 12 += ka   โดยที่ k  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา 22 )12( += ka  

        144 2 ++= kk  
        1)(4 2 ++= kk  
เพราะวา่   kk +2   เป็นจ านวนเตม็  ท  าใหไ้ดว้า่ 4 หาร 2a ไม่ลงตวั 
สรุปไดว้า่  ถา้ a  เป็นจ านวนคี่แลว้ 4 หาร 2a  ไม่ลงตวั 
นัน่คือ  ถา้ 2|4 a  แลว้  a  เป็นจ านวนคู่                                                                                        # 
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4.  ก าหนดให้ ba , และ c  เป็นจ านวนเต็ม จงพิสูจน์ว่า ถ้า ca   แล้ว ba   หรือ cb   

จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ให ้ ba , และ c  เป็นจ านวนเตม็  
จากขอ้ความ  ถา้ ca   แลว้ ba   หรือ cb    ( )( rqp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ ba   และ cb  แลว้ ca     prq ~)~(~ →   พสูิจน์แทน 
ก าหนดให้  ba   และ cb   
ต้องการพสูิจน์ว่า  ca    
การพสูิจน์  
เน่ืองจาก ba   จะไดว้า่ xba +=  เม่ือ x  เป็นจ านวนนบั      … (1) 
      และ cb    จะไดว้า่  ycb +=  เม่ือ y  เป็นจ านวนนบั     … (2) 
แทนค่า (2) ใน (1) จะได ้     xyca ++= )(  
โดยสมบติัการเปล่ียนหมู่ของการบวกจะได ้ )( xyca ++=  
เน่ืองจาก Nxy +   ท  าใหไ้ดว้า่  ca   
ดงันั้น ถา้ ba   และ cb  แลว้ ca   
นัน่คือ ถา้ ca   แลว้ ba   หรือ cb                              # 
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ภาคผนวก ซ 

แบบทดสอบหลงัเรียน 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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แบบทดสอบหลังเรียน 

เร่ือง  :  การพสูิจน์คณิตศาสตร์เบื้องตน้ 
 

ช่ือ………………………………………………………………………… 
 

 

 1.   ข้อความต่อไปนี้จริงหรือไม่                (10 คะแนน) 

…………… 1.1  ขอ้ความใดเป็นการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ จะไม่             
                             สามารถน าไปใชอ้า้งอิงได ้
…………… 1.2   ในวชิาคณิตศาสตร์การพสูิจน์หมายถึงการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่ 
     มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ เพือ่แสดงวา่ขอ้ความนั้นเป็นจริง 
…………… 1.3   บทนิยามคือการใหค้วามหมายของค าซ่ึงบทนิยามที่ดีนั้นผูอ่้านตอ้งเขา้ใจ 
    ไดไ้ม่ตรงกนั      
…………… 1.4   ก าหนดให้ Rcba ,,  ถา้ ba =  แลว้ cbca +=+  
…………… 1.5   ก าหนดให้ Ry  ถา้ yy =25  แลว้ 15 =y  

 

2.  จงพิสูจน์ข้อความ  “ถา้ต่อดา้นใดดา้นหน่ึงของรูปสามเหล่ียมออกไปแลว้มุมภายนอกจะมีขนาด
เท่ากบัผลบวกของมุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิด”                (10 คะแนน) 
ให ้ ABC  เป็นตวัแทนของรูปสามเหล่ียมใด ๆ  และสร้าง CD  ดงัรูป 

 

 

 

 

A 

B C D 
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ต้องการพสูิจน์ว่า  CABCBADCA ˆˆˆ +=  

 

การพสูิจน์ 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ค าส่ัง   ขอ้ 3. – 4. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยตรง 

3.  ก าหนดให้ xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวนเต็มโดยที่ 0a   
     “ถ้า ba |  และ ca |  แล้ว ( )cybxa +| ”                    (10 คะแนน) 
 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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4.  ถ้า k  เป็นจ านวนคีแ่ล้ว 1+k  จะเป็นจ านวนคู่        (10 คะแนน) 
 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ค าส่ัง   ขอ้ 5. – 6.  จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่ 

5. ถ้า 2)119( −k  เป็นจ านวนคู่ แล้ว k  จะเป็นจ านวนคี ่              (10 คะแนน) 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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6.  ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเต็ม ถ้า 3|2 a  แล้ว a เป็นจ านวนคู่                         (10 คะแนน) 
 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ค าส่ัง ขอ้ 7. – 8. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยการหาขอ้ขดัแยง้ 
 

7.  ก าหนดให้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ จงพิสูจน์ว่า ถ้า BA   แล้ว =BA           (10 คะแนน) 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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8. ก าหนดให้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็มบวก จงพิสูจน์ว่า ถ้า ba |  แล้ว ba               (10 คะแนน) 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ค าส่ัง ขอ้ 9. – 10. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยการแยกกรณี 
 

9. ถ้า a  เป็นจ านวนเต็ม แล้ว 34 +a เป็นจ านวนคี ่                 (10 คะแนน) 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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10. ถ้า a  เป็นจ านวนเต็ม แล้ว )3)(2)(1(|4 +++ aaaa                (10 คะแนน) 
 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ค าส่ัง   ขอ้ 11. – 12. จงพิสูจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp    
 

11. 2a  เป็นจ านวนคี ่ก็ต่อเม่ือ 2+a  เป็นจ านวนคี ่                                   (10 คะแนน) 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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12.  ก าหนดให้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ จงพิสูจน์ว่า BA   ก็ต่อเม่ือ AB             (10 คะแนน) 

………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………………………… 
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ภาคผนวก ฌ 

เฉลยแบบทดสอบหลงัเรียน 
เร่ือง การพสูิจน์คณติศาสตร์เบ้ืองต้นส าหรับนักเรียนค่ายโอลมิปิก  
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เฉลยแบบทดสอบหลังเรียน 

เร่ือง  :  การพสูิจน์คณิตศาสตร์เบื้องตน้ 
 

ช่ือ………………………………………………………………………… 
 

 

1.  ข้อความต่อไปนี้จริงหรือไม่                (10 คะแนน) 

ไม่จริง       1.1   ขอ้ความใดเป็นการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดยไม่มีขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ จะไม่               
                             สามารถน าไปใชอ้า้งอิงได ้
จริง        1.2   ในวชิาคณิตศาสตร์การพสูิจน์หมายถึงการใหเ้หตุผลที่สมเหตุสมผลโดย 
    ไม่มี ขอ้โตแ้ยง้ใด ๆ เพือ่แสดงวา่ขอ้ความนั้นเป็นจริง 
ไม่จริง        1.3   บทนิยามคือการใหค้วามหมายของค าซ่ึงบทนิยามที่ดีนั้นผูอ่้านตอ้งเขา้ใจ  
   ไดไ้ม่ตรงกนั      
จริง        1.4    ก าหนดให้ Rcba ,,  ถา้ ba =  แลว้ cbca +=+  
ไม่จริง        1.5    ก าหนดให้ Ry  ถา้ yy =25  แลว้ 15 =y  

 
2.  จงพิสูจน์ข้อความ   “ถ้าต่อด้านใดด้านหน่ึงของรูปสามเหลีย่มออกไปแล้วมมุภายนอกจะมีขนาด
เท่ากับผลบวกของมมุภายในที่ไม่ใช่มุมประชิด”                (10 คะแนน) 
 
    ให ้ ABC  เป็นตวัแทนของรูปสามเหล่ียมใด ๆ  และสร้าง CD  ดงัรูป 
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ต้องการพสูิจน์ว่า  CABCBADCA ˆˆˆ +=  

การพสูิจน์ 

ข้อความ เหตุผล 
1. 180ˆˆ =+ DCABCA  ขนาดของมุมตรง 
2. 180ˆˆˆ =++ BCACABCBA  ผลรวมของมุมภายในรูปสามเหล่ียมเท่ากบั 180   
3. BCACABCBADCABCA ˆˆˆˆˆ ++=+  จากขอ้ 1. – 2. และสมบติัของการเท่ากนั 
4. CABCBADCA ˆˆˆ +=  จากขอ้ 3. และสมบติัของการเท่ากนั 

                

ค าส่ัง ขอ้ 3. – 4. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยตรง 

3.  ก าหนดให้ xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวนเต็มโดยที่ 0a   
     “ถ้า ba |  และ ca |  แล้ว ( )cybxa +| ”                    (10 คะแนน) 
 
ก าหนดให้  xcba ,,,  และ y  เป็นจ านวนเตม็โดยที่ 0a   ซ่ึง ba |  และ ca |  
ต้องการพสูิจน์ว่า  ( )cybxa +|  
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ ba | จะไดว้า่ mab =   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็     … (1) 
     ca | จะไดว้า่  nac =    โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็      … (2) 
น า (1) × x  จะได ้ )()( mxaxmabx ==         … (3) 
น า (2) × y  จะได ้ )()( nyaynacy ==         … (4) 
พจิารณา (3) + (4) จะได ้ )()( nyamxacybx +=+       
                 )( nymxa +=  
เพราะวา่ nymx +  เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  ( )cybxa +|                # 
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4.  ถ้า k  เป็นจ านวนคีแ่ล้ว 1+k  จะเป็นจ านวนคู่        (10 คะแนน) 
 
ก าหนดให้  k  เป็นจ านวนคี่   
ต้องการพสูิจน์ว่า  1+k   เป็นจ านวนคู่ 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ k   เป็นจ านวนคี่   จะไดว้า่  12 += mk    โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา )1(2221 +=+=+ mmk  
เพราะวา่   1+m   เป็นจ านวนเตม็  นัน่คือ  1+k   เป็นจ านวนคู่ 
สรุปไดว้า่   ถา้ k  เป็นจ านวนคี่แลว้ 1+k  จะเป็นจ านวนคู ่                    # 
 
 
ค าส่ัง  ขอ้ 5. – 6.  จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยใชป้ระพจน์แยง้สลบัที่ 
 

5.  ถ้า 2)119( −k  เป็นจ านวนคู่ แล้ว k  จะเป็นจ านวนคี ่               (10 คะแนน) 
 
จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
จากขอ้ความ  2)119( −k  เป็นจ านวนคู่ แลว้ k  จะเป็นจ านวนคี่ ( qp → ) 
ใชข้อ้ความ    ถา้ k  จะเป็นจ านวนคู่ แลว้ 2)119( −k  เป็นจ านวนคี่ ( pq ~~ → )  พสูิจน์แทน 
 
ก าหนดให้  k  จะเป็นจ านวนคู ่ 
ต้องการพสูิจน์ว่า  2)119( −k  เป็นจ านวนคี่ 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ k   เป็นจ านวนคู่ จะไดว้า่ mk 2=   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา 22 )1)2(9()119( −=− mk  
                     2)118( −= m  

                   121396324 2 +−= mm  
                   1)60198162(2 2 ++−= mm  

เพราะวา่   60198162 2 +− mm   เป็นจ านวนเตม็  ท  าให ้ 2)119( −k   เป็นจ านวนคี่ 
สรุปไดว้า่  ถา้ k  จะเป็นจ านวนคู่ แลว้ 2)119( −k  เป็นจ านวนคี่ ( pq ~~ → )   
นัน่คือ  2)119( −k  เป็นจ านวนคู่ แลว้ k  จะเป็นจ านวนคี่                                                  # 
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6. ก าหนดให้ a เป็นจ านวนเต็ม ถ้า 3|2 a  แล้ว a เป็นจ านวนคู่                         (10 คะแนน) 
 
จะพิสูจน์ข้อความดังกล่าวโดยใช้ประพจน์แย้งสลับที่ได้ดังนี ้
ก าหนดให้a เป็นจ านวนเตม็ 
จากขอ้ความ  ถา้ 3|2 a  แลว้ a เป็นจ านวนคู่ ( qp → )  
ใชข้อ้ความ    ถา้ a เป็นจ านวนคี่  แลว้ 2 หาร 3a ไม่ลงตวั  ( pq ~~ → )   พสูิจน์แทน 
 
ก าหนดให้  a เป็นจ านวนคี่    
ต้องการพสูิจน์ว่า  2 หาร 3a ไม่ลงตวั 
การพสูิจน์  
ก าหนดให ้ a   เป็นจ านวนคี่ จะไดว้า่ 12 += ma   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ 
พจิารณา 33 )12( += ma  
        16128 23 +++= nnn  

      1)364(2 23 +++= nnn  
เพราะวา่   nnn 364 23 ++   เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้ 3a   เป็นจ านวนคี่ 
สรุปไดว้า่  ถา้ a เป็นจ านวนคี่  แลว้ 2 หาร 3a ไม่ลงตวั 
นัน่คือ  ถา้ 3|2 a  แลว้ a เป็นจ านวนคู่                                      # 
  
ค าส่ัง ขอ้ 7. – 8. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยการหาขอ้ขดัแยง้ 
 

7.  ก าหนดให้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ จงพิสูจน์ว่า ถ้า BA   แล้ว = BA           (10 คะแนน) 
ก าหนดให้            Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ 
ต้องการพสูิจน์ว่า           เกิดขอ้ขดัแยง้จากการก าหนดให้ BA   และ BA  เป็นจริง 
การพสูิจน์    ก าหนดใหเ้ซต Ä  และเซต B  เป็นเซตใด ๆ โดยที่ BA   และ BA    
  จาก BA   จะไดว้า่ BA    มีสมาชิกอยา่งนอ้ย 1 ตวั และสมมติใหเ้ป็น x  
  ดงันั้น BAx    ท  าใหไ้ดว้า่ Ax  และ Bx    
  นัน่คือ Ax  และ Bx   จึงเกิดขอ้ขดัแยง้กบัขอ้ความ BA   
  สรุปไดว้า่   ก าหนดให้เซต Ä  และเซต B  เป็นเซตใด ๆ ถา้ BA   แลว้ =BA     # 
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8.  ก าหนดให้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็มบวก จงพิสูจน์ว่า ถ้า ba |  แล้ว ba               (10 คะแนน) 

ก าหนดให้   a  และ b  เป็นจ านวนเตม็บวก 
ต้องการพสูิจน์ว่า  เกิดขอ้ขดัแยง้จากการก าหนดใหข้อ้ความ ba | และ ba   เป็นจริง 
การพสูิจน์     จาก ba |  จะไดว้า่  amb =  โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็บวก       … (1)  
 และ ba   จะไดว้า่  nba +=   โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็บวก         … (2) 
 แทนค่า (2) ใน (1) จะไดว้า่  nmbmmnbb +=+= )(         
  ดงันั้นจึงเกิดขอ้ขดัแยง้วา่ bnbnbnmbmmnbb +=++=+= )1()1()(  
 เพราะ 1m  และ 1n   
  นัน่คือ ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง ba |  แลว้ ba                   # 

 
ค าส่ัง ขอ้ 9. – 10. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp →  ดว้ยการพสูิจน์โดยการแยกกรณี 
 

9.  ถ้า a  เป็นจ านวนเต็ม แล้ว 34 +a เป็นจ านวนคี ่                 (10 คะแนน) 
ก าหนดให้  a  เป็นจ านวนเตม็ซ่ึงแบ่งเป็นกรณีไดท้ั้งหมด 2 กรณีคือ 
                                a  เป็นจ านวนคู่ และa  เป็นจ านวนคี่ 
ต้องการพสูิจน์ว่า  34 +a  เป็นจ านวนคี่   
ดังน้ันการพิสูจน์จึงเป็น 2 กรณ ีคือ 
   กรณี 1 ถา้a  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 34 +a  เป็นจ านวนคี่ 
    กรณี 2 ถา้a  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 34 +a  เป็นจ านวนคี่ 
 
การพสูิจน์ 
กรณ ี1 

ก าหนดให้a  เป็นจ านวนคู่ จะไดว้า่ ma 2=  โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ 
 พจิารณา   ma 84 =  

       3834 +=+ ma  
                    128 ++= m  

                                               1)14(2 ++= m  

 เม่ือ 14 +m  เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น 34 +a  เป็นจ านวนคี่ 
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กรณ ี2 
ก าหนดให้a  เป็นจ านวนคี่ จะไดว้า่ 12 += na  โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็ 
  พจิารณา        484 += na  

7834 +=+ ma  
                    168 ++= m  

                                               1)34(2 ++= m  
เม่ือ 34 +m  เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น 34 +a  เป็นจ านวนคู่  
จากการพสูิจน์ขา้งตน้สรุปไดว้า่ ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็ แลว้ 34 +a เป็นจ านวนคี่         # 

 
10. ถ้า a  เป็นจ านวนเต็ม แล้ว )3)(2)(1(|4 +++ aaaa                (10 คะแนน) 
 
ก าหนดให้ a  เป็นจ านวนเตม็ซ่ึงแบ่งเป็นกรณีไดท้ั้งหมด 4 กรณีคือ a  หารดว้ย 4 ลงตวั,   
                           a  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 1, a  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 2 และa  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 3 
ต้องการพสูิจน์ว่า            )3)(2)(1(|4 +++ aaaa  
ดังน้ันการพิสูจน์จึงเป็น 4 กรณ ีคือ 
  กรณี 1 ถา้a  หารดว้ย 4 ลงตวั  แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa  
  กรณี 2 ถา้a  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 1 แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa  
  กรณี 3 ถา้a  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 2 แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa  
  กรณี 4 ถา้a  หารดว้ย 4 เหลือเศษ 3 แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa  
 
การพสูิจน์ 
กรณ ี1 
 ก าหนดให้a  เป็นจ านวนเตม็ที่หารดว้ย 4 ลงตวั  จะไดว้า่ wa 4=  โดยที่ w  เป็นจ านวนเตม็ 
 พจิารณา                                      

)34)(24)(14(4)3)(2)(1( +++=+++ wwwwaaaa  
                                         )]34)(24)(14([4 +++= wwww  

 เน่ืองจาก )34)(24)(14( +++ wwww  เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น )3)(2)(1(|4 +++ aaaa   
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กรณ ี2 
          ก าหนดให้a  เป็นจ านวนเตม็ทีห่ารดว้ย 4 เหลือเศษ 1  จะไดว้า่ 14 += xa  โดยที่ x  เป็น
จ านวนเตม็ 
          พิจารณา                                        
                             )44)(34)(24)(14()3)(2)(1( ++++=+++ xxxxaaaa  
                                                                     )]1)(34)(24)(14[(4 ++++= xxxx  
        เน่ืองจาก )1)(34)(24)(14( ++++ xxxx เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น 

)3)(2)(1(|4 +++ aaaa   
 
กรณ ี3 
       ก าหนดให้ a  เป็นจ านวนเต็มที่หารด้วย 4 เหลือเศษ 2  จะได้ว่า 24 += ya  โดยที่ y  เป็น
จ านวนเตม็ 
          พจิารณา                                        
                             )54)(44)(34)(24()3)(2)(1( ++++=+++ yyyyaaaa  
                                                                    )]54)(1)(34)(24[(4 ++++= yyyy  

เน่ืองจาก )54)(1)(34)(24( ++++ yyyy เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น )3)(2)(1(|4 +++ aaaa   
 
กรณ ี4 
         ก าหนดให้ a  เป็นจ านวนเต็มที่หารด้วย 4 เหลือเศษ 3  จะได้ว่า 34 += za  โดยที่ z  เป็น
จ านวนเตม็ 
         พจิารณา                                        
                             )64)(54)(44)(34()3)(2)(1( ++++=+++ zzzzaaaa  
                                                                     )]64)(54)(1)(34[(4 ++++= zzzz  
          เน่ืองจาก )64)(54)(1)(34( ++++ zzzz  เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้น 

)3)(2)(1(|4 +++ aaaa   
 
  จากการพสูิจน์ทั้ง 4 กรณี สรุปไดว้า่ ถา้a  เป็นจ านวนเตม็ แลว้ )3)(2)(1(|4 +++ aaaa    # 
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ค าส่ัง ขอ้ 11. – 12. จงพสูิจน์ขอ้ความที่อยูใ่นรูป qp    
 

11. 2a  เป็นจ านวนคี ่ก็ต่อเม่ือ 2+a  เป็นจ านวนคี ่                                   (10 คะแนน) 

จะต้องพิสูจน์  ถา้ 2a  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 2+a  เป็นจ านวนคี่ ( )→  และ 
 ถา้ 2+a  เป็นจ านวนคี่แลว้ 2a  เป็นจ านวนคี่ ( )  

 

การพสูิจน์   
( )→      โดยใชก้ารพสูิจน์ประพจน์แยง้สลบัที่ กล่าวคือ  พสูิจน์ขอ้ความ   
              ถา้ 2+a  เป็นจ านวนคู่แลว้ 2a  เป็นจ านวนคู่ แทน 

ก าหนดให ้ 2+a  เป็นจ านวนคู ่  จะไดว้า่ ma 22 =+   โดยที่ m  เป็นจ านวนเตม็ 
                นัน่คือ                         22 −= ma  
      พจิารณา                    22 )22( −= ma  

                                    484 2 +−= mm  
   )242(2 2 +−= mm  

 เน่ืองจาก 242 2 +− mm  เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้า่ 2a  เป็นจ านวนคู ่ 
 ดงันั้น ถา้ 2+a  เป็นจ านวนคู่แลว้ 2a  เป็นจ านวนคู่ 
 นัน่คือ ถา้ 2a  เป็นจ านวนคี่ แลว้ 2+a  เป็นจ านวนคี่ 
 

( )      โดยใชก้ารพสูิจน์ตรง 
ก าหนดให ้ 2+a  เป็นจ านวนคี่   จะไดว้า่ 122 +=+ na   โดยที่ n  เป็นจ านวนเตม็ 

                   นัน่คือ                12 −= na  
         พิจารณา          22 )12( −= na  

                   144 2 +−= nn  

          1)22(2 2 +−= nn  

 เน่ืองจาก nn 22 2 −  เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้า่ 2a  เป็นจ านวนคี่ 
 ดงันั้น ถา้ 2+a  เป็นจ านวนคี่แลว้ 2a  เป็นจ านวนคี่ 
 
จากการพสูิจน์ขา้งตน้สรุปไดว้า่  2a  เป็นจ านวนคี่ ก็ต่อเม่ือ 2+a  เป็นจ านวนคี่                       # 
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12.  ก าหนดให้  Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ จงพิสูจน์ว่า BA   ก็ต่อเม่ือ AB             (10 คะแนน) 

ก าหนดให ้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ 

จะต้องพิสูจน์  ถา้ BA   แลว้ AB   ( )→  และ 
ถา้ AB   แลว้ BA   ( )  

 

การพสูิจน์    
( )→       ก าหนดให ้ BA      และให ้ Bx   
  จะได ้ Bx  ดงันั้น Ax  
  ท าใหไ้ดว้า่ Ax   เพราะฉะนั้น AB   
  ดงันั้น ถา้ BA   แลว้ AB   
 
( )       ก าหนดให ้ AB      และให ้ Ay  

จะได้ Ay   ดงันั้น By   
  ท าใหไ้ดว้า่ By  เพราะฉะนั้น BA   
  ดงันั้น ถา้ AB   แลว้ BA   

 
จากการพสูิจน์ขา้งตน้สรุปไดว้า่  ก าหนดให ้ Ä  และ B  เป็นเซตใด ๆ BA   ก็ต่อเม่ือ AB   # 
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